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第 一 章 ， Wiman-Valiron 理论 


整 函 数 是 整个 复 平面 C 内 的 全 纯 函 数 。 根据 Weierstrass 的 
观点 ， 一 个 这 样 的 函数 能 表 为 全 平面 内 收敛 的 逢 级 数 ws 一 


之 ， 2x5”, 它 在 全 平面 代表 此 立 数 而 无 须 进 行 解析 开拓 ， 若 此 客 级 


数 仅 具有 限 多 项 , 则 w(z) 为 一 多 项 式 ; 若 有 无 穷 多 项 , 划 wlz) 称 
为 疙 赵 整 酌 数 。 本 章 我 们 主要 从 整 明 数 的 竹 级 数 友 示 式 出 发 , 概 
述 浆 丽 数 的 右 干 基本 性 质 , 着 重 论述 Wiman-Valiron 理论 ,后 老 描 
述 整 函数 wks) 在 其 达到 最 大 模 的 点 附近 的 性 质 。 此 理论 在 复 域 
的 常 徽 分 方程 针 究 中 县 有 重要 的 作用 。 


$1.1 最 大 横 


设 w(s) 一 也 eszn 为 一 整 函数 , 令 MCr,w) 一 Max{ |w (sz)|} 


囊 示 w(x) 在 闭 闻 上 5D, 一 {z,1z| 三 +r} 上 的 最 大 模 。 由 于 |w(z)| 
在 D, 上 连续 , 因此 必 在 D, 的 某 些 点 处 达到 最 大 值 。 最 大 模 原理 
进一步 断言 : 这 些 点 必 在 圆周 6D, 一 {s|lz| 一 *} 上 , 即 Mt{r， 
ww ) — Maxt lw《w)11}。， 最 大 模 诛 理 能 由 金 纯 函数 实现 的 映照 的 几 


何 性 质 得 到 直接 的 说 明 , 亦 能 用 分 析 的 方法 加 以 证 明 .。 由 最 大 模 
原理 立即 导出 M(r,w) 是 ”的 增 函 数 , 并 且 容 易 得 出 M(r,，w) 
是 ”的 连续 因数 。J，、Hadamardel 更 进一步 指出 , log M(r,w) 是 
log r 的 凸 国 数 。 这 一 结果 被 称 为 Hadamard 三 较 定 理 ， 叙 述 如 
下 : 

定理 11 设 w(z)( 闫 0) 在 |z| 二 RK 内 全 纯 , 则 对 于 0<< 
站 之 fT 过 7; 二 民 有 


4 
log M(r, w) < ED — Rr JogM(r,, w) 
log ya 一 logr: 
和 log M (+3,w), (1.1.1) 


logr2— logr 
证 明 设 p， 9 为 两 整数 ,是 9 之 0, 令 
万 (45) = sr?{w (a)}?. 
此 时 ,#(z) 在 +1 守 |x| 生 ri 上 全 纯 ， 由 最 大 模 原 理 ， 
Max{ (1) < Max{ Max{ C2)1 ?Max 14C2) 1}}. 
由 此 
roAM( rsw)}’ < Maxtril M (Crisw) dre M (ras ) F}. 
令 
log M {ri,w) 一 log M (rip 纪 ) 
log ri -一 logr; 


对 任意 给 定 的 E >0 可 选取 ? 和 9， 使 得 


A 
9 | logr;— logr, 

即 有 
A os 


a log r+; “一 log ?, 
foe 6 __. 


gq logr;— logr: 
如 果 Max{ | hz)1} = r 和 MCristw)}*, 则 有 


log M(r,w) 扫 一 二 (logr 一 logro + iog M{risw) 
< log M(rir) PE logr + JogM(r;, w) 
log ra 一 Fog 六 


x logr 一 logri 过 
i rs 一 log ”| 


如 果 ,Max{ [4(2)1} 一 rM (rs wr) 则 同样 可 证 明 上 式 成 立 ， 
令 5 习 0 即 得 所 要 求 的 不 等 式 (1.1.1)， 
» 2 。 


p 
定理 1.2 设 P(z) 一 >》) asz* 是 ?次 多 项 式 , 则 有 


im M72 £) asl; (1.1.2) 
芭 之 ,对 任 一 攻 函 数 w{z), 若 在 在 9 兰 0, 使 得 
lim M(H) 一 一 co， (1.1.3) 
了 全 四 #9 


更 w(2) 必 为 次 数 不 大 于 9 的 多 项 式 。 

证 明 首先 ,有 

| [IPCa)| = Izl?|{a, tf RC)}|, | 
其 中 R,(2) 一 之 | 4nz”?。 于 是 对 任意 给 定 的 8 > 0， 存 在 正 数 


re, 使 得 当 |z| 一 > 之 加 时 ,有 
[ROI < > |eosjrr < 8。 
£=0 
因此 , 当 rr 时 ,有 


las| —8 = 


由 此 即 得 (1.1.2). 
”其 次 , 若 (1.1.3) 成 立 , 则 存在 ~ -> co ,使 得 
MC) < 十 1 


ry 


Mr £2 P) _- las| 二 8， 


由 wz) 一 也 4" 的 系数 的 表 式 0 一 二 | ,< 各， 立即 


得 到 Cauchy 不 等 式 
(i (1.1.4) 


于 是 有 
las| < (a Tt 1)r7®, 
令 1 一 oo, 便 导出 当 ”>4 时 ,有 a, 一 0。 命题 证 毕 。 
推论 若 wt{z) 为 超越 整 因数 , 旭 对 仁 意 4 二 0 有 


lim 


众所周知 ,一 解析 函数 w(x) 一 alz) 十 iv(z) 本 质 上 为 其 实 
部 w(z) {或 庶 部 vz)) 所 确定 ， 故 由 Schwarz 公式 : 


立即 可 得 M(r,w) 的 佑 计 ， 它 能 由 (5) 在 18| 一 R(>>r) 上 的 
最 大 模 和 i1w(0)i 所 界 略 。 下 面 的 定理 将 给 出 较 精 细 的 结果 . 


设 Vw(z) 二 Dyas2* 为 非常 数 整 函 数 ,4Cr,w) 一 Max{a(z)}. 
n= ob 


由 于 M(r,e* 中 ) 一 cd 人 是 > 的 严格 增 函 数 ， 因 此 4(r，wv) 也 
是 * 的 严格 增 滑 数 。 我 们 有 

定理 1.3 (Hadamard-Borel-Carathéodory) 设 w(s) 
为 非常 数 整 函数 , 则 对 于 0 志 + 二 呈 ,有 


Mlr,w) ow, 
9 


M(r,w) < pa ~ A(R,w) + 二 1e(01，(1.13) 
并 且 对 所 有 #、 有 . 
er < Max{4A(r,w),0} — 2Rewt{0). (1.1.6) 


证 明 令 ea 一 au 十 地 oz 一 rei 则 


#(2) 一 >， (ascospp — Bs sinnd) rs, 
n=0 


由 于 2 anr” 收敛 ， 故 上 述 级 数 一 臻 收敛。 分别 乘 上 式 两 边 以 


cosn8 和 sinn0 并 逐 项 积分 便 得 


2 
Gof 一 人 | (ree) cos ndad0, 
0 


Br” = 一 | ulre™) sin noag , 
Tz 和 


1 [2 
om 一 一 | utre dd, 
ZT 0 


s 4 +* 


于 是 当 关 六 1 时 ， 有 


2x 2 
iaslr” a 1 [| ns(reis}e e280| < | lu(lre)|a0, 
9 


因此 
[era 十 2am 二 二 | flz(rei)| + wlrew))ao, (1.1.7) 


现 分 两 种 情形 加 以 讨论 . 若 A(r,w) 志 0, 则 
lz(re2)1 + (re) = 0, 
由 (1.1.7) 即 得 (1.1.6); 车 4(7r,w) > 0: 则 人 《1.1.7) 成 为 
| er + 2oo < > 2A{r, 本)28 = 44d(r, w), 
由 此 亦 得 (1.1.6), 
下 面 证 明 (1.1.5)。 车 w(0) 一 0, 从 而 4(0,w) 一 0。 注意 
到 4(lr, w) 是 + 的 沪 格 增 沼 数 , 因 此 当 R 记 > 0 时 , A(R, w) 之 0， 
于 是 由 (1.1.7) 可 得 


lesl < 2 2, (1.1.8) 
由 此 得 
M(lr, w) 魏 3 lasjr" < 2A(R, w) 
p> (£) -A(R,w). 
今 帮 wt0) #0， ot w(z) 一 w(0) 便 得 
|1z ls) 一 wl0)| oe —— 7 Max. {Relw (lt) — w(0))} 


2 2r 
ds AVR 
民 一 了 Re RC— 


Rew(l D0), 
了 


注意 到 一 Rew(0) s |w(0)|, 即 得 (1.1.5). 
记 用 (1.1.8), 类 似 于 定理 1.2 的 证 明 可 得 
推论 设 w(x) 为 一 整 函数 , 若 存在 4 之 0 使 得 
lm Alr sw) 一 4<oo) 


了 -内 14 


则 wkz) 为 次 数 不 大 于 4 的 多 项 式 。 


$ 1.2 ”增长 级 和 收敛 指数 
增长 性 是 函数 的 基本 狂 质 之 一 , 它 是 函数 的 一 个 大 范 男性 质 ， 
许多 其 它 的 性 抽 者 与 它 有 关 。 本 节 我 们 将 讨论 整 函数 增长 级 的 概 
依 。 首先 对 一 般 实 函数 给 出 如 下 的 定义 : 
定义 1.1 设 必 r) 是 定义 于 正 实 轴 尺 7+ 上 的 非 负 增 函 数 , 则 
p = Erm lo85C7) 
ro logr 
4A= lim Logstr) 
zs logr 


分 别称 为 s+) 的 级 和 下 级 ， 若 0 < p 过 十 0， 则 称 s(+) 为 有 穷 
正 级 ;车 P 一 0 和 p 一 oo, 则 分 别称 为 零 级 和 无 穷 级 。 

定义 1.2 若 sr) 为 有 穷 正 级 p, 则 
sr) 


oO== lm he 
>=m rr 


称 为 型 。 并 区 分 为 下 列 的 型 类 ;，1° 若 o 王 20、 则 浆 s+) 为 p 级 
最 大 型 ;2° 若 0 之 o << 00, 则 称 为 中 型 ;3? 车 a 一 0， 则 称 为 最 小 


型 ;4 若 积分 全 宅 人 er 收 全 (或 发 散 )， 则 称 为 政 敛 类 (或 发 数 


类 )。 

例 设 s(r) 二 rr(logr)", 其 中 0 所 pp 过 0,& < 一 coco。 由 定 
义 可 知 xr) 为 品级 。 并 且 , 当 上 之 0 时 为 最 大 型 ，& 一 0 时 为 中 
型 ,上 之 0 时 为 最 小 型 ,一 1 筷 p 近 0 有 时 为 发 散 类 ,pw 过 一 1 时 为 由 
钱 类 . 

定义 1.3 整 函数 w(x) 的 增长 级 p (或 简称 级 ) 和 下 级 1 定 
义 为 


p — 证 log log M(r, w) 和 
了 中 log > 
1 lim Ilog log M(r, w) 


. 
区 -外 los r 


若 0<<p< 00, 则 其 型 定义 为 
Pe Mr w) 


og — im 


上 Taylor 展 式 的 系数 来 确 
定 . 


定理 1.4 (Lindelif，Pringsheim) 设 w(z) 一 ;anz” 为 
2 级 整 函 数 , 则 有 


人 (1.2.1) 
la 


证 明令 上 式 左 端 极限 为 6, 我 们 先 证 明 6<p。 不 妨 设 0< 
5 过 ,并 任 取 8 合 于 0 二 8 < 之 6, 继而 当 P < co 时 , 命 和 一 6 一 
z; 当 6 一 oo 时 , 命 玉 一 1/s。 则 由 上 极限 定义 存在 无 穷 多 个 n;, 使 


蕉 


ni log #; > log - 1 pe 
根据 Cauchy 不 等 式 , 对 于 这 些 w; 和 所 有 
tog M(r sw) > log |eaj| + nlogr 之 ni (logr 一 we), 


我 们 取 fj 一 《enj)*, 则 对 无 穷 多 个 tri} 有 
log M(r;,w) > rtf ke, 
于 是 
网 一 Hm log 0 > 
邻 8 一 0, 即 得 p 之 5。 
下 查 将 指出 p 过 5。 不妨 设 800。 对 任意 80, 当 nn 完 民 
时 


因此 , 当 ”之 mm 时 


2 
las| 2 5+e。 


然则 当 rr 之 ro 完 1 时 ， 


M(tr,w) < 安 >) jesir" 十 pe 


* 二 0 EEE 


x cur "eo™! +( D3) + >) )r rer 


nnn mr m(r)en 
A 
其 钼 mlfr) 一 (27 )Ht4。 现 进一步 倘 计 蕊 入. 


EL Pe 二 一 人 se 
i bod EPE < rnts > ， 好 p+5 一 Car 0) 3 


HEH mr) 二 1 


其 中 心 一 习 一 和 < 十 oo， 在 万 中 ,由 于 r < 十 n 5+i， 帮 有 


b= 5 ia DE 


mm} n=D 
综 上 各 式 便 得 当 * 实 z+, 时 
Mr sw) ort cers 十 2 ri 
由 此 p 志 5 十 282, 再 令 8 一 0 了 0, 如 有 p 专 . 
DO. P，Jjuneiam 指出 , 整 函数 的 下 级 1 亦 能 通过 Taylor 级 数 


的 系数 来 确定 。 他 证 明 , 若 设 w(z) 一 > 4," 是 下 级 为 2 的 束 
函数 , 则 有 


Ju Max lim nilogn;_ 
和 和 Too log 


zsy| 


整 函 数 的 型 亦 能 通过 Taylor 展 式 的 系数 来 表示 ， 
定理 1.5 (Lindelif, Pringshein 定理 ) 设 迪 (xz) 一 over 


是 有 穷 正 级 整 函数 ,其 级 为 p。 型 为 a, "出 有 


spo — Ema(nla,|?), (1.2.2) 


证 明 设 上 式 右 端 极限 为 !， 先 和 证明 i 之 cpo, 不妨 设 i< 


十 co， 册 定义 ,对 任意 给 定 的 s > 0, 存 在 m;: 妆 六 加 时 


» 
nlasl" i 二 + 8， 


|a,l < (+ 
ni 


从 而 


因此 , 涯 > 之 r 时 


M(r, “<(D+D) ln pyre 


nr 


+ (te ya 一 erm 


dd | 


+( + 


mc 下 287 了 nllt25)re 


= orl+hit 
现 分 别 估计 五 和 7。 由 于 (和 并 在 一 of。 时 达 最 大 值 ,因此 
中 各 求 和 项 之 值 不 超过 当 ”一 〈! 士 rc/e 时 的 值 , 即 
(te wee fete). 


ep 
但 荆 至 多 有 (i 十 28)r? 项 ,因此 
(+ 28)rrerp 攻 Re 上 


ep 
对 于 1,, 注 意 到 # 之 (1 十 28)r?, 便 得 
1 bn >， (+: re 
W(t+2e Hr 
i 十 台 np a 1 a 
二) 253。 
十 25 
综 上 各 式 得 到 , 当 ”足够 大 时 ， 
Mrsw) arm! 十 (十 28]rrexp 长 + 
ep 


于 是 
了 HalogMtrs w) ot t28 
re r” ep 


令 s -一 0, 即 得 ! 完 epoa, 
今 再 证 明 i S epg。 不 妨 设 ?1 > 0。 对 任意 给 定 的 6 合 于 0< 
8 之 2 者 ,有 无 穷 多 个 专 使 得 


2 

ailes| 生 > 一 s， 或 at > 

由 Cauchy 不 等 式 | 
Mt{lr, w) > lar lr 2 ee 包 


特别 地 取 "= 一 二 一 即 得 


MI{rjsw) > exp 长 一 2 一 8)r |， 
纪 ep 
从 而 有 
o> mn LEMCGBw) > Ls 


人 r? ep 


令 * 一 0, 便 得 ?< 志 epoc， 
借助 对 上面 的 定理 我 们 可 以 构造 具有 任意 级 和 型 的 整 函 数 . 


例 1" 整 函数 w(s) 一 习 二 的 &o- 地 ,型 o=2. 


例 2° zfz) 一 Sy (ue) zi 的 级 一 1, 型 一 co。 


例 3” 对 于 p> 0w 人 9 一 六 (入 的 级 为 w 型 
o == 0。 

定义 1.4 设 w(s) 为 一 整 函数 , 令 {ro) 表示 wz) 的 a 值 点 
的 模 序列 且 按 非 减 次 序 排 列 者 , 则 


»* 0 .* 


Lu a) — inf fe > 和 ,使 得 >) 二 cj (1.2,3) 
下 Le 


称 为 wtz) 的 = 值 点 收 伊 指数 ,或 简 记 为 4(4)， 

定理 1.6 设 w(x) 为 有 穷 级 整 函数 ,其 级 为 op < co， 风 对 任 
意 a€ C， 有 42(a) < p。 

证 明 不 炉 设 w(0) 关 a。 我 们 先 证 明 以 下 Jensen 公式 


1 nls)dt 一 工 log Il wlre's) 一 ala0 
9 2m Jo 


— log |#w(0)— al|, (1,2.4) 
其 中 a(1, a) 表示 图 1z| 之 < 内 w(x) 的 = 值 点 个 数 , 且 每 一 值 
点 按 其 重 级 计算 .事实 上 , 令 {ekj 表示 wke) 一 和 的 零点 , 置 


wo) —a— I atk 
larl<r 了 一 GAS 


此 时 wrtkz) 一 a 和 w(x) 一 a 在 1z1 一 > 内 有 相同 的 零点 ， 且 当 
1z1 二 + 时 ,|w(x) 一 a| 一 1、 于 是 若 设 Iz 一 + 上 无 wz) 一 9 
的 等 点 , 则 术 (2) 一 各 二 所在 1s| 羽 * 上 全 纯 且 无 零点 ， 因 
而 log 1W(z)| 在 lz| 筷 + 上 调和 、 应 用 庙 和 路 数 的 中 值 公式 
便 得 

log |W (C0) = 二 | log |W (re*)1a0., 


注意 到 V(x) 的 定义 :上 式 可 写 为 
了 ls Ax 本 86、 
> log [2 2 人 log {wlre’s) ald0 
一 log1wt0) — al, 
出 wt, a) 的 定义 并 计 及 nC《0, a) 一 0, 应 用 分 部 积分 于 上 式 
左 端 有 


了 r 
og 一 一 一 | log 一 dln(7,4)) 
PT laxl 和 é 


2(1,.4) gs 
a # . 


得 此 即 得 (1.2.4) 


ss 1» 


由 (1.2.4) 我 们 有 


n{r ,a)log2 = ntr, 2») 过 <) 


n(:, a) ds 
£ 


» 2 
本 za) 一 二 | log |w (2re'9) -zl28 
0 t 2x 10 


— log|w(0)—al < log M(2r,w)}+ ce, 
由 和 假设 w(z) 之 级 为 p, 因 此 对 任 党 8 之 0, 存在 正 数 re, 当 + 之 ++。 
时 
iog M (2+ ,1w0) < (2r)r°te, 
从 而 存在 a 使 得 当 * 之 mm 了 时 
1(7 8) crte, 

特别 地 ,如 x 实时 有 7s, 实 训 s 划 

nlras 4) crete 


不 妨 设 1(e) > 0, 则 对 任意 6 > 0 合 于 el < 4(4) 者 
(2)"™™ < cdn(ros 0) -AE, 


更 有 ” 
3 Ee 可 -全 习 ) 外 -36 
ct ea 之 ee 
按照 (a) 的 定义 上 式 左 增 级 数 发 散 , 因 此 有 庙 级 数 亦 然 ,这 就 导 
出 必须 从 修一 全 < 1， 令 sl 和 趋 于 零 便 得 Me) < p， 


定理 1.7 设 w(z) 为 有 穷 级 站 了 苞 数 , 若 其 级 ? 为 非 整 数 ， 则 
1(0) = p. 
证 明 设 w(z) 的 零点 为 1z,}， 由 开 adamard-Borel 定理 ， 
w(x) 可 家 为 
ws) = er WarT] (2), 
其 中 P(z) 为 多 项 式 , 其 次 数 degP(z) 委 p, [1 (zx) 是 一 整 函 数 


“。 12 。 


-1! 


Las 
. Fe, i i 、 
2 "下 RE "5 是 使 得 Tm < 十 的 最 
小 整数 [1(z) 亦 称 为 格 为 & 的 Weierstrass 典型 乘积 , 其 级 记 为 
6。 由 假设 为 非 整 数 , 而 ce?” 之 级 为 degP(z), 故 op 一 Maxldeg 
P(z),6} 一 6。 因此 ,只 须 证 明 1(0) 一 6。 由 定理 1.6,2(0) 委 5 


故 只 需 证 明 6 委 从 0)， 
设 a 之 1, 则 对 于 1s| < 二 is |。 省 


人 =- jexpP。 -| [opt 下 汪汪， 和 GT 
| 
ee ? | 一 芋 | 人 


其 路 是 任 一 不 超过 8 十 1 的 数 。 
对 于 1z| > 二 1zs| , 则 有 


(Get 
x expj to (el 避 是 < exp mi 
其 中 ce 盖 1 入 人 on 
综 上 两 
者 下 式 成 立 


二 exp( 


ee 


1 合 于 gg+l 


I = =) exp 了 i exp {a 上 EE} {1,2.5) 
下 面 ， 我 们 远 取 适当 的 2 以 保证 忆 (二 】 < 因此, 当 


13 ?9 


> | 时 , 娶 =4(0)( 由 4(0) 和 & 的 定义 ,此 时 有 5< 


4(0) 一 二 了 十 1; 当 于 (3 下) ”一品 时 , 取 4 一 40)+s， 
其 中 & 为 任 一 Oe (此 了 时 有 g 去 
4(0) 过 和 4 之 8g 十 1)， 如 上 选取 的 4 满足 8g 志和 g 十 1。 因 此 对 
这 样 的 ,(1.2.5) 式 成 立 。 然 划 


1 
Ol < ee {二 
因此 6 < 
在 第 一 种 情 撒 4 一 2(0), 即 为 所 求 ;在 第 二 种 情形 i 一 4(0) 十 
6, 由 于 s 为 任 总 下 数 , 令 s -0 即 得 所 证 。 
推论 若 整 淫 数 w(x) 的 级 。 为 非 鸦 数 , 则 必 有 无 穷 多 个 堆 
点 . 


») lz 和 一 exp{ cs|211}, 


1.3 最 大 项 、 中 心 指标 和 Newton 多 边 形 


定义 1.5 设 wlz) 一 让 4o27 为 整 函数 , 则 对 甘 定 的 >: 称 
Re 一 max{ eol7") 

为 最 大 项 对 于 + > 0, 称 以 r) 一 max{fmspl(zr) 二 |amlr”} 为 中 
心 指标 ， 若 + 二 9, 则 >(0) 一 ,其 中 aj 是 wls) 的 Taylor 展 
式 中 第 一 个 非 零 系数 . 

注 ”由 于 对 固定 的 +, 当 # -> 0@ 时 ,1anlr” 一 0， 因 此 至 少 有 
一 项 达到 最 大 , 即 最 大 项 和 中 心 指标 总 是 存在 的 ， 显然, 以 r) 是 
阶梯 琐 数 ， 


例 (ez) 一 6 一 > a” 的 中 心 指标 vlr) 一 fr]， 最 天 
惫 一 QQ 下 
项 pr) 一 :中 ,其 中 [+1 表示 7 的 整数 部 分 


定理 1.8 设 wx) 一 DY 为 非常 数 整 的 数 , 由 有 


n=0 


ae 14 。 


12” 当 ”> 之 mm 了 肘 ，pzlr) 是 7 的 严格 增强 数 , 并 且 当 rr 一 00 
了 时 ,wxeftr) 一 203 

2” pv(r) 是 > 的 非 减 函数 , 见 若 z(z) 为 超越 整 淫 数 ， 3 
”一 co 村 :2r) 一 co。 并 且 愉 7) 是 右 连续 的 ; 

3°? we(r) 为 + 的 连续 羡 数 ， 

证 明 ”1° 由 于 wts) 非常 数 , 过 此 存在 +, 使 得 当 + 守 时， 
xzr) 之 1， 今 设 和 >， 则 由 定义 


Er) 一 |exrnlrzm < Tarnlri” PCri)。 
oa 从 而 当 > ~ co 时 ， 
pr) 一 > oo。 
2? 由 定义 1.5; 对 zi 之 + 有 
lass lr 之 evn lr 一 | av lr™™ (人 


dd 


vr? 

ee 全) 
的 而 他 六 
好 Lg 


这 就 表明 ?(rz) 是 非 减 的 。 其 次 , 令 a 一 ma les1} 便 有 


wr) 
多 


因此 


[zs|r < ar) Sar 
于 是 对 mm 关 0 的 > 有 
n < lim A) < imv(r), 


penes 0 > 
因为 w(xz) 是 超越 的 ， 各 有 天 移 站 信 委 上 谍 庆 这 因此 导 弛 当 
fr— 0 HH,v(r) — 00, 

下 耐 末 证 明 vr ) 是 右 连续 的 。 令 如 一 77， 和 > r， 则 
当 # > 如 时 ,有 | zolri< swo| 和 因为 当 = ~ 00 时 ,|aslrt 一 >0， 
故 存 在 六 >0 和 知 盖 妨 , 生得 泛 关 六 加 时 ,有 

lamlre 一 | eol 2 3 


再 令 maxt amlr8 一 |erjr?} 一 6; 之 0, 则 对 所 有 之 mw, 有 


理 必 及 蝶 交 一 


[an lr 一 laslt’ 265 Oo min{ 8,6;), {1.3.1) 


a 135 » 


对 给 定 的 8&1 > 0, 由 于 # 一 % 时 ,eol(r 十 sx 一 0 故 存 
在 及 之 圾 ,使 得 当 之 上 时 ,对 所 有 >*E (roro 十 81), 有 
[esirr S|asl(ro tt E21) < 8. 
从 而 对 所 有 ”之 二 和 YE (roy re 二 +61), 有 
[amir 一 er 2 anlry — 8 6. (].3.2) 
又 因为 对 固定 的 n, lan1r" 是 + 的 连续 函数 ,因此 存在 (< 之 81), 使 
得 x & {rosro 十 8) 时 ,对 nn 一 tm 十 1,.…, 加 一 1 有 
aslr”* — Ianlr? 6 
根据 (1,3.1) 即 得 对 于 rE€t{r, rs 二 5) 和 和 #7 王 吉 十 1 加 一 1 
有 
lawir™ 一 laslr” lanlrf ~ laslrs 
十 |alr? anir” 守 28 一 86= 6, (1.3.3) 
由 (1.3.2) 和 (1.3.3) 便 导出 对 于 + {zo, ro 十 8) 和 所 有 nn 之， 
有 
lamir™ 一 larlr” > 6. 
现在 ,一 方面 由 于 2(r) 是 非 减 的 ， 故 对 于 +E trosre 十 8) 有 
vf) 之 2v(+) 一 mm; 男 一 方面 ， 上 式 表 明 >(r) 专 tm 一 v(+,)， 因 
此 :必须 v{r) = v(r,)。 

3? 先 证 yl+) 是 右 连 续 的 , 即 对 任 给 s > 0, 存 在 3 >0，, 使 
得 当 re (rosre 宁 5) 时 ,plr) 一 plr7o) 过 8g。 事实 上 ,由 于 v(r) 
是 右 连 续 的 阶梯 函数 , 故 当 咏 足够 小 时 ， 对 *e [ro ro 十 8) 有 
v(r) 中 vlr,). 于 是 

pr}— per) = [evn lr 

一 | evro[(Czrxro — rio), 

上 式 右 端 是 连续 的 , 即 对 给 定 的 s > 0, 能 取 6 > 0, 使 得 当 rE 

[rr 十 2) 了 时 ,上 式 右 濡 小 于 se。 今 取 8 一 minf2，2} 即 为 所 

求 。 现 证 pl+) 是 并 连续 的 。 由 于 当 > 过 7, 时 ,pr) 所 pr,), 因 
此 


wr) wrp} 


lg |averol ra 


im mr) 扫 plro)s 


0 


这 里 Hm 一 fim。 又 因为 1ewrrr 之 Tower ， 所 以 
了 ro 


rrp | 


下 Cr) 一 lim | error 人 一 lm larwoslr 


rr 一 
0 rr 


< im |awnlr™™ & lim glr) & nl7o), 


De rr 
rrg 0 


最 大 项 和 中 心 指 标的 一 个 有 趣 的 关系 是 由 G. Valiron"” 所 得 
到 的 。 


定理 1.9 设 w(s) 一 之 za2? 为 一 整 限 数 ,ao 了 0, 则 有 


2 


rt (1.3.4) 


证 明 由 于 z(r) 是 7? 的 阶梯 函数 , 设 0 一 mn < 之 4 之 二 
为 蕊 节 的 间断 点 , 且 当 i€ (11 fit) HH, pdt) = 1awxnl2* 有 固定 
的 中 心 指标 vC) 一 m。 于 是 对 于 1€ (4,tjn), 有 


p= mlam|li” 一 全 (zt)， 


因此 在 区 间 [0, +) 上 除 有 限 多 个 点 之 外 上 式 成 立 。， 又 因为 pl) 
是 索 续 的 , 故 有 
二 人 ,, , [vlad 
log pl2) — log p(0) 人 2 {. 0 
定理 1.10 设 w(x) 为 整 函数 , 则 对 于 * 过 R, 有 


Mtr, 加 (1.3.5) 
—fF ~ 
证 明 事实 上 
uR)-1 
M{r,w) 过 Dar = > 十 D2 |aslr” 


< plr)r(R) 十 bp a le® Le 


nev(R) 1 avril r+ 


~ (7) {AR) + i 


san) | gag 及 ”OO \R 


.® 17 。 


< nlr) {olR) + 3 (£)} 
一 plr) 1 8 | 
推论 w(e) 如 定理 1.10 所 设 , 则 对 于 + < R, 日 sy) > 1 


有 


M(r,w) < u(r){l + log MC(R,w)} 28 (1.3.6) 


证 明 在 (1.3.5) 中 取 R 一 廊 (p 十 7+), 注意 到 


RR 


R—r P 一 地 P 一 尺 


并 且 logw (p) = logp (R) 十 | reas. > v(R) (ss > 


>(R) “一 全 由 (1.35) 便 得 
M(r, w) < plr) {2CR) + -一 - } 
< pr) — iP {8) 2=R + 
P 一 乡 p 
< nr) {los plp) + 1} 
< hr) {log M(psw) + 1}. 


定理 1.11 没 w(x) 为 p 级 整 函数 , 则 有 
pp 一 Joglogputr) gm lgr(r) 


《1.3.7) 
7 logr rm logr 
证 明 令 1 一 I log log u(r) 和 了 一 还 - logv(r) 
ra logy rm logr 


先 证 4 二 i?。 一 方面 ,根据 定理 1.9 


log g(27) = log|ao, + + 到 AD dz 2 log (al t+ vr) log2, 


" RA 


log vy{r) < log log ul2+)+ ¢, 


i log v{r) 


二 log log p(27) _ 
本 人 lim 


< lim 1 i 
-log re log 27 


男 一 方面 , 令 a 一 max{1ast}, 则 有 g(r7) 过 ar"”， 因此 


log log pg(7) < logv(r) + log logr + ce, 
由 此 导出 4 志 忆 
今 再 证 明 4 二 4 一 po。 由 Cauchy 不 等 式 可 知 ，xl7) 过 
Ml(r,w), 从 而 人 ps0。 不 外 设 证 和 oo ,很 据 定 
理 1.10, 取 民 二 2r, 寺 任 总 给 定 的 8 > 0, 存 在 正 数 rs。 当 * 完 + 
时 ， 
Mlrsw) < pr {C27 te + 1}, 
类 位 于 上 面 的 证 明 便 得 p 所 4. 
定理 1.12 设 wkz) 为 有 穷 。 级 整 函 数 , 则 有 
lim SM(r;w) 
log) 
证 明 ”首先 由 定理 1.11 可 知 , 对 给 定 的 e > 0， 存 在 +,。。 当 
+ 之 fo 时 ， 


], (1.3.8) 


rpte 
? 


|aslr” 寺 xz(r) < 
或 可 改写 为 1asl 所 ofr 特别 地 取 + 一 ( 2 A 六 和 ， 由 当 
“PE 
这 No 时 有 


a (et ey 


于 是 当 ”> m 时 对 所 有 值 
{p+ e)errte yy 
> | 


| |r” < 人 (1.3.9) 


今 取 rf 足够 大 , 俩 得 2c(p 十 e)72f 之 加 并 对 MGrya) 作 如 下 
的 估计 ， 


M(r,w) <( >) 十 > ja 一 下 二 


maelptsIrPte galeip4e yrte 
对 于 7, 显然 有 
< (2e(o + e)retr 十 1)ze(r); 
对 于 4 我 们 注意 到 (1.3.9) 和 = 关 2c(p 二 sj)7r 7 之 pn, 即 得 


FE > 3 (Bt + e)erete i 


» 但 


综 上 两 式 得 
Mlr,w) < pr){1l + 2e(p + e)rots} 十 ci 
从 而 有 
log M (7, w) < (p 十 8)logr 十 log x(+ ) 十 Cy, 


由 于 w(x) 是 超越 整 函数 , 故 当 > 一 co 时 18 i 0, 


1 声 lim iog u(r) 之 fim _ log rr》 过 1, 


rs logM(r, w) ~ rs log M(r, w) 
定理 1.13 (Valiron) 设 wlz) 为 超越 整 孙 数 , 则 有 
Hm lM(r,w’) 
re log M(r, w) 


证 明 由 于 
ws) = wl0) + | wae, 
因此 对 于 1z! 一 >, 我 们 有 
M(r, wv) < 二 Iw(0)| 十 rM(r, aw’), 


注意 到 lio 并; 一 0, 便 得 
lim iog M(r ,w’) 宇 1 
Pr log Mi(r >, w) 


a 2 » 


现 设 &(+) 和 开 r>) 分 剧 是 zs) 的 最 大 项 和 中 心 指标 。 由 定 
狂 1.10 和 定理 1.11, 并 置 R 二 2y, 便 有 
Mlr,w) < A Hi27) + 2} fr)rits, (1.3.10) 


其 中 6 Bn PE ~ Em Jeg log M(r,w’) 但 由 Cauchy 积 


70 rm logr 
分 公式 ,对 于 1z| :=+ 二 请 有 
ww (2) 一 py 1 LE 
由 此 
Mr oo < Rw) 
R—r 


置 R=2r, 当 + 之 1 时 有 log M (rw') 志 log M (2r+,w), 从 而 有 
一 fm log log M (+ ,tw’) 
a logr 


< fm log log M (2r ,wv) 
r=” log2r 一 log2 


二 一 | 
因此 (1.3.10) 成 为 | 
M(lr,w) < Ar re, 
但 知 
hr) = (07) 十 Dhol < (Ar) + 1) 4!2, 
从 而 
M(lr, w’) (or) + la ro, 
再 应 用 定理 1.11 和 定理 1.12 便 得 到 
Mi{r ,2w0) SE Mr mw)rr te, 
由 此 得 到 


re log Mr wy) 


下 面 我 们 将 叙述 Newton 多 边 形 及 其 构造 步 附 ， 设 (7 一 
了 你 中意 ", 令 


@ 21 " 


pa tn 关上 


， i . .koee ， ae = 0, 
继 令 A, 一 (n,8s) .是 oxy 平面 上 横 坐 标 + 一 wn, 纵 坐标 一 8。 
的 点 ，Newton 多 边 形 x(w) 是 以 {4.} 中 某 些 点 为 顶点 的 凸 多 边 
形 , 它 使 得 {4,} 或 在 x(w) 的 上 方 ,或 怡 在 x(w) 上 。 x(w) 可 通 
过 下 述 步 又 来 构造 : 


log 
Bi : 


设 Ge A 0, 过 Lo A, 作 直 线 Ls», 其 斜率 为 Gs 一 Es 由 


于 宪 级 数 w(z) 一 oz 的 收效 半径 4 一 一 一 一 oo， 
0 lim “Vanl 


即 有 az|2” 一 0。 从 而 旦 一 log |s 1 "一 0。 因此 , 当 n 一 0 


时 ，an 一 co。 令 mm, 一 min{ta}( 基 有 多 条 连 线 之 斜率 达到 最 小 
时 ， 取 肢 标 最 大 者 为 a1)、 此 时 所 有 {4,} 或 在 工 。 的 上 方 或 恰 在 
工 。 上。 线段 去 4。 即 构成 <(w) 的 一 边 。 然后 以 Lis 为 连接 
4s4a(n 之 二) 的 直线 , 达到 斜率 最 小 的 线段 A444,。 取 为 x(w) 
的 又 一 条 边 。 如 此 继续 重 构 成 a(ww)。 

由 于 


* 22 .» 


log [asl + nlogr < tog ny + v(r)logr, 
所 以 
Bs > gon + (nn — vr)) logr, 

这 就 表明 点 4 一 (n,gs) 位 在 过 点 4yw) 一 (v(r),8ywy) 斜率 为 
logr 的 直线 之 上 方 或 答 在 其 上 。 又 由 于 

Bs— Bur) > logr,g n> vr) 

n— vtr) | logr, 当 nv(r) 
故 DD; 不 穿 过 xz(w)。 


$1.4 导数 的 局 部 性 质 


本 节 我 们 将 在 w(x) 达到 其 最 大 模 的 点 之 邻 域 比 较 函 数 及 其 
导数 之 值 ， 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 


引 理 1.1 (Wiman") 设 vv 一 vy(r) 是 w(x) 一 六 Gan" 
的 中 心 指标 ,{p。} 为 给 定 的 数列 合 于 1< 生 << 户 < …-, 且 lm ps 
一 了 二 co。 则 除去 对 数 测 度 为 有 穷 的 > 值 集 外 ， 下 列 两 式 同 时 


成 立 


I, |as_xlr” 一 "Py ;天 一 1， 2 


v3 
[laslr” 


{1 Joa 1, 2, 
laslr? Put1* “Pot 
证 明 首先 引进 辅助 函数 
Hs) 一 a apis + aapipaw + 
若 v'(p) 一 y 是 Hz) 的 中 心 指标 , 令 p 一 r+/py, 则 


27 一 此 
[lavalpr prt (后 ) 3 


pr ds 1,2 3 y 
. [awlp: -ov 二) 之 六 Nm 二 二 
Py [art l Ps- “Pyr+tk (二 ) 3 


不 二 12 


“ (1.4.1) 


从 面 


23.* 


i 
aw x] Ee —R+1"" "Fy "Py < 1, 下 一 1152 四 


lawlr” ps 
画 十 起 和 
lavrtl rr” A 


[avlr”™ BS Pr +t" por+ts 
上 两 式 糙 有明 , 若 vw' 二 vw'(p) 是 日 (z) 的 中 心 指标 , 则 同样 的 数 ”一 
zr) 是 w(z) 的 中 心 指标 ， 其 中 + = ptpy。 一般 地 说 ， 反 过 来 不 
成 立 ， 现 设 太一 (pr) 是 日 (8) 当 px 所 p 二 pt4i 时 的 中 心 指 
标 ; 则 革 一 六 是 w(xz) 当 efokb，pktyib) 时 的 中 心 指 标 。 
若 记 a4 一 prp 和 二 Patipris RIB + € [ats04) 时 (1.4.1) 两 
式 同 时 成 立 。， 相 邻 一 个 使 (1.4.1) 两 式 同 时 成 立 的 区 间 是 [orn 
441) ;其 中 gin 一 prripyipi2044t 一 Ph43P 必 4。 因此 ,(1.4.1) 两 式 
不 能 同时 成 立 的 ? 必 在 上 述 区 疗 的 补 集 之 中 ,， 见 位 在 区 间 序 列 
{Laks oR) Vet,. ,之 中 ,它们 的 对 数 测度 是 
lim 3 iog Tr < log 三 <， 


引 理 证 毕 。 , 
通常 我 们 称 使 得 (1.4.1) 黄 式 同时 成 立 的 + 值 为 允许 值 。 我 
们 有 
定理 1.14 设 w(z) 为 超越 整 函数 , 则 对 允许 值 > 有 
Mr, w) < PRCr)Ta(r)1ite，e > 0. (1.4.2) 
证 明 令 v(r) 一 2z, 则 


MCr, w)< > talri = (laslr’)mtr) = glr)m(r), 
其 中 
mtr) 一 工 十 bE 于 入 ri 十 Flos T+ 


i=1 i=1 | fy 
为 了 长 化 wm(r), 取 pi 如下: I a 
1 i 
logpi 一 1 十 二 十 二 十 十 2 一, 1 十 8,8 之 0. 
a i 3 Cl 二 1 


ri, 


(1.4.3) 


» 34%* 


ie rr 一 一 Ts 


+ 


根据 引 理 1.1, 取 + 为 允许 信 , 节 对 此 ?+ 值 , (1.4.1) 两 式 同时 成 立 ， 


于 是 
m(r) 过 2 十 bp Py_j+l** -~ “Py_1 十 >) ey Pp 


根据 p; 的 构造 ， 


Ce 
Fe] pp; i=1 Po " "Poti 


g 如 = 寺 Po! ER 由 
及 3 
< 2 
Gy 
i oi i 
2(2> — 1) ‘2(2 二 了 一 1 
log _ 扩 Ee es 
prr1 Pot; A {> 于 友 )a 
一 J(7 十 1) a Ff 


扫 一 一 一 一 -一 et 
2(2 十 了 一 1)* 2(2> 十 四 
于 是 


tm(?) 之 2 十 2 cxp | 


+ i 
<e 3 exp 二 | 
< 5 | exp {- ye | dr 


| 


0 人 
十 | exp | }ax). 


取 一 1 二 6<<2, 风 因 | exp | 一 呈 | ae 是 收 伊 的 ， 故 当 7 


”25 * 


充分 大 从 而 x(r) 充分 大 时 ,| exp {一 A 充分 小 。 因此 ， 


mr}) < 人 exp 二 二 dx 一 以 ax+ay 


21itape 
-era alr) 


特别 地 , 取 a 呈 1 十 28',090 过 8g' 之 8, 各 当 + 守 rr, 时 
m(r) < cafv Cr) lt < [yr its, 
由 此 便 得 (1.4.2)。 
推论 除去 对 数 测度 为 有 穷 的 + 值 集 外 ,下 式 成 立 ， 
M(r,w) < pr)l log plr)]tt, 8 > 0. (1.4.4) 
证 明 设 {1p;} 是 (1.4.3) 确定 的 数列 ,由 引 理 1.1， 对 于 人 允许 


值 7 便 有 | 
(71) ,larir’ ~ _p 


a lal pp,? 
于 是 
log At) ~ log 如 一 工 十 过 于.. “十 一 
laa| > pi Ve 2 (vo1y 


加 Fx ye 
> 
取 w 一 1+eg， 0<e 过 1, 便 有 
[2Cr OP < elog rlr), 
或 者 当 rf 之 * 时 可 写 为 “ 
”ar)< [log ar)i+ra， (1.4.5) 
将 上 式 代 人 《【1.4.2) 便 得 (1.4.4)。 


引 理 1.2 设 w(s) 一 》) anz" 为 直 越 整 函数 , 对 任意 给 定 的 
他 一 向 
6 之 0 和 整数 及 1, 除去 对 数 测度 为 有 穷 的 + 管 集 外 ， 


人 


pe sap | < pl Le) er st (1.4.6) 


和 


20 * 


证 明 首先 
| sz 中 
人 
ie 
0 -1 
pe [assrilr’ti 一 vla, |e” 


{对 上 En rt 


fy | Tal | 
3 


下 面 来 估计 六 (>) 一 > et a mtd 


fa, ,| 
现 取 {pii 为 (1.4.3) 式 确定 的 数列 ，+ 是 允许 值 ,类 似 于 定理 1.14 
的 证 明 , 我 们 有 


态 (r ) 过 > (z) Pots 
So 


0 
+ (2); ee Sy) 
v1 


a 
下 (ww(- 安 ) 串 
取 a < 2, 则 由 于 上 式 右 端 第 二 项 是 收敛 积分 的 余 项 ,因此 当 > 足 


s 27 。 


够 大 从 而 2 一 vl+) 足够 大 时 , 它 是 一 个 小 的 量 , 于 是 
hr) es 下 (E)exp (— 二 dx 
gti | a 


= clv(r) > ed 


Dutt Es 


mm be 
特别 地 取 w 一 1! 十 8' 合 于 0<s' 二 s,， 则 当 > 


时 


1 cpr vr) oe < pr ) vr) 2 
注 在 证 明 过 程 中 我 们 实际 上 对 7 的 允许 值得 到 下 述 不 等 式 


3 UE Varrs)r ”ti < plr Myr) aa2Dts。 【1.4.7) 
J 


i=m—v 


其 中 zw 为 非 负 整数 ， 

下 面 的 定理 在 常 微分 方程 理论 中 ， 特别 是 讨论 线 姓 微分 方程 
和 一 类 代数 微分 方程 时 有 重要 和 的 应 用 ， 

定理 1.15 设 wlx) 为 整 函数 , 又 设 0<5 < 车 ， zx 是 阐 周 


tz,1z| 一 r} 上 使 得 lakel > MCrsw)[v(r)] 计 的 点 , 则 除去 
对 数 测度 为 有 穷 的 * 值 和 集 外 有 
w/z) 一 人 ws + (2)), (1.4.8) 


其 中 ae 一 Of[z(7)] -t 1， 
证 明 令 > 一 z(r) 为 中 心 指标 , 则 


F000 


了 本 一 由 


设 背 为 一 实数 , 置 :一 人 则 得 
wt) = 立 2 扣 = bb Cj 全 ?tf 


n=0 jw—y 


本 
za 97 > dnis ”eH 


Lad 


= 28 * 


加 
Es | EB) orsrti 十 
二 
i =v 


> (ei 下 ‘et ) qutio™ 


fm 


十 im > 工 oo 
2 


i=—b 


= et"{ wlz) + Hz) 十 ipnh(z)}, 


rw 


其 中 B(x) 4 > ( gikxitn ] 一 ‘er) Gy+i2* 1, (gs) 一 一 > 


7 :mv » 


a perti, 
先 对 已 (z) 作 和 如 下 的 估计 。 注 意 到 je 一 1 一 x| 之 x 
便 有 
I < Hemme 1 af: ln 
加 
| 


Er 3 I | er 
应 用 (1.4.7) 并 取 1 一 2, 一 m 一 0, 则 对 y 的 允许 值 皮 
[HO < EE we(r)[y(r)] -its。 (1.4.9) 


2 
于 是 对 于 同样 的 + 有 
la(2)| 一 本 [cresto(t) — wlz) -一 有 Ca] | 


< M(:,w) 人 + -TCD 
特别 地 取 18| ~ 之 [>(r)]#-*， 便 得 


A 2M a) Lo) (1.4.10) 
今 由 假设 |w(s)| > M(r,w)[v(1)]i* 便 得 


e 29 。 


1A(z | i 
[ry < [»(r)] 。 


今 选取 ? 一 >， 则 对 于 合 于 定理 条 件 的 *， 当 + 经 历 允 许 值 趋 于 


无 穷 时 , 便 有 


| me 人 Ka) 
即 (1.4.8) 成 立 。 
注 若 令 ho(a ~ 也 工 wuero mm 0 我 们 有 
hme)! < M(r, wr) tte, (01.4.11) 
事实 上 , 令 w,(z2) 一 3 42i 一 w(x) -一 了 zjsf。 由 Liou- 


vile 定理 可 知 ，M(r， xm) 一 M(r,w)(1 十 o(1))， 于 是 类 似 于 
{1.4.10) 的 证 明 即 可 得 到 《1.4.11)， 

一 般 地 ,我 们 有 

定理 1.16 设 w(s) 为 整 函数 ， 并 设 5 和 = 满足 定理 上 15 条 
御 , 则 除去 对 数 测 度 为 有 穷 的 > 值 集 之 外 有 


wits) 一 (DI) ww + nts)), {1.4.12) 


其 中 mr(Cz) 一 Ofiz(r)] -让 
证 明 令 
二 一 】 
和 (一 (二 ) wd) — v00) — — Has 


4 


pt 


~ 站 ， 一 .2 
+ 


jv » 


nd’ pi | 
-一 + >, ONY ei 《人 人) 


twmh—py 下 y 
大 
- CC Co f(s) 十 > 和 
tei 


* 3N 。 


其 中 sg) bp die!, si(s) Cp 了， Pn aptjo™ ti (i nn 1:s 
7 一 0 


了 二 一， 


… 万 ), Pi( 丫 是 j 的 1 次 多 项 式 ,系数 为 某 些 整数 ， 令 1( 门 二 
六 pop ;其 中 8 1 并且 1P( 门 | 二 q(1 放 ), 于 是 


m0 


Ig)1 = bp3 TAD or 
| 之 v 


< TD eter 


一 太一 


上 = :jm 
魏 之 Bm (5 上 上 es } 
现 分 下 列 情 形 讨论 之 : 当 ! 守 2 时 ,应 用 (1.4.7) 式 于 上 式 右 端 各 
项 , 则 对 于 >” 的 多; 征 值 便 和 
lao) | < Mr ,ww) Lv) +s 
当 4 二 1 时 ,由 于 
ud Se 3 apr 


= 一 


十 cy >, 和 


1 =k-r 
分 别 应 用 (1.4.11) 和 (1.4.7) 于 上 式 右 端 第 一 和 第 二 项 使 得 
lua) | MC ww) Err) tts, 
对 于 xz) ,由 Liouville 定理 , 当 + 足够 大 时 
lss) | < ert < VM w), 
再 由 (1.4.5), 对 于 足够 大 了 抱 7 的 人 允许 和信 有 
vr) [log pr) Pt & (Clog Mlr, w)Y™ SV MI, w), 
于 是 
sa) | EMC, wr) 
综 上 省 式 便 得 
Ke < Mr wor) jt, 


a St * 


类 做 于 〈1.4.8) 的 证 明 到 得 (1.4.12), 

本 节 引 理 1.2， 定理 1.15 和 1.16 的 证 明 是 WW，Saxer 在 11] 
中 给 出 的 ， 关 于 Wiman-Valiron 理论 的 更 详细 的 内 容 , 读者 可 以 
参看 G. Valiron [1], H. Witicn [2] 和 W. K. Hayman [21. 


第 二 章 代数 体 函 数 


代数 体 函 数 是 由 不 可 约 方程 

bssw) AAs 十 At 十 十 (zz) 一 日 
所 确定 的 > 值 解析 羡 数 ,其 中 4;(z)(i 一 0, 1,.…,，») 是 xz 的 全 
纯 函 数 , 并 且 不 在 一 点 同时 为 零 ， 特别 地 : 当 v 二 1 时 ，w(z) 即 
为 亚 纯 函 数 ， 当 4 一 4 1 和 2) 都 是 多 项 式 时 ,w(x) 是 
代数 奖 数 ， 一 般 地 ;我 们 考虑 《4i(s)} 中 至 少 有 一 个 是 超越 函数 
的 情形 . 

能 庆 来 只 曾 指出 ， 代 数 体 函数 在 各. Poincaré 最 初 引入 时 ， 
GG. Darboux 就 认为 是 重要 的 一 类 函数 , 其 后 P. Painlevtk 在 研究 
党 微分 方程 时 也 遇 到 了 此 类 函数 。 稍 后 , P. Boutroux, J. Mal- 


mquist 在 考虑 常 微分 方程 42 一 R(z,w) 时 都 曾 讨论 过 代数 


体 函 数 解 . 作为 亚 纯 芒 数 的 推广 , 代数 体 函 数 的 研究 内 容 之 一 是 
其 值 分 布 理论 。 我 们 知道 , 多 项 式 值 分 布 的 完善 结果 为 最 初 的 整 
画 数 的 研究 提供 了 模型 。 上 世纪 末 Borel 综合 并 改进 了 Picard， 
Poincart，Hadamard 等 人 的 结果 ， 开 始 形成 了 整 函数 的 值 分 布 理 
论 . 但 人 们 很 快 发 现 , 处 理 整 函数 的 方法 不 能 提供 建立 亚 纯 限 数 
论 的 方便 的 出 发 点 ， 到 本 世纪 20 年 代 , 亚 纯 函 数 的 研究 经 历 了 一 
个 突变 ，o 即 落 名 的 芬 苦 数 学 家 R，Nevanlinna 创立 了 亚 纯 函 数值 
分 布 理 论 ， 整 函数 的 经 典 结果 为 其 特殊 情形 、 且 形式 更 为 理想 . 
Nevanlinna 理论 现 已 或 为 近代 亚 纯 函 数 的 基础 . 

关于 代数 体 函 数 , 最 早 是 G. Remoundosz 推广 了 Picard 定 
理 , 他 证 明 z 值 代数 体 阴 数 至 多 有 2? 个 Picard 例外 值 。 在 亚 纯 
国 数 Nevanlinna 狸 论 诞生 后 不 久 ,G，Valiron(192970,FE，WUllrich 
(1931)o， 和 H. Selherg (1930 一 1934)m2 分 别 用 不 同 的 方法 对 
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全数 体 函数 建立 了 相应 的 基 六 定理 。 随 着 亚 纯 函 数值 分 布 理论 的 
,深入 发 展 , 代数 体 函 数 的 相应 研究 也 取得 了 一 系列 进展 . 如 上 所 
述 ,代数 体 隙 数 与 常 微分 方程 密 其 相关 ,所 以 它 的 重要 成 就 已 被 应 
用 于 研究 常 微分 方程 大 范围 有 限 多 值 解 的 问题 .本章 我 们 将 主要 
介绍 代数 体 函 数 的 基本 大 容 ， 作为 特殊 情形 , 我 们 将 概述 亚 纯 函 
煞 的 Nevanlinna 理论 ， 


$2.1 预备 知识 


定义 2.1 设 有 zw) 和 Glz,w) 分 别 是 次 数 为 degH 和 
degG 的 这 的 多 项 式 , 其 系数 为 z 的 亚 纯 函 数 ， 落 存在 系数 为 > 的 
亚 纯 函 数 的 必 的 多 项 式 F(x, w), 使 得 G(s,w)】 一 F(x, w)H(z， 
z)， 则 称 日 (z, w) 是 Gz, w) 的 因子 , 或 称 Glz, w) 能 被 H(z， 
z) 整除 ,并 记 为 H(z,w)1G(s;w)。 若 G(z, w) 只 能 为 其 自身 或 
z 的 亚 纯 函 数 所 整除 , 则 称 G(z, w) 是 不 可 约 的 。 不 可 约 因 子 称 
为 质 因子 , 若 H(z, w)|G(z;w) 并 且 HKzs, wv)1G1(z, wv), 则 称 
H(z,w) 是 .G(xz,w) 和 G:(z,w) 的 公 因子 ， 若 对 任意 的 G(x， 
2z) 和 Gi(z,w) 的 公 因 子 K(s,w), 部 有 K(z, w) 1H(z, w) 
则 称 吾 (z,w) 为 最 大 公 因 子 . 若 G(x,w) 和 Gi(z,w) 的 最 大 
公 因 子 为 = 的 亚 纯 函数 , 则 称 它 科 是 互 质 的 . 

定理 2.1 设 F(z, w) 和 G(x, z) 是 w 的 多 项 式 ， 其 系数 
是 * 的 亚 纯 承 数 ,它们 的 最 大 公 因 子 为 日 (z,w), 则 

H(z, w) = A(z, w)F{z, w) + Bls,w)G(s, az (2.117) 
其 中 4(z, w) 和 B(z, w) 是 系数 为 2 的 亚 纯 函数 的 w 的 多 项 
式 . 

证 明 不 妨 设 G(s, wr) 对 性 的 次 数 degG 委 degF ,由 银 转 相 

除 可 得 
F(%, 1w) = Os, Ww)G{s, Ww) + Riz, w), degR1 < degG, 
Glzsw) = Os wRiz, wW) + R(x, Ww), degRy < degRi1, 


Riaz Ww) = QO zw) Rg, W) 十 R(s, w), deBRr > 0, 


» 34 = 


Rezsw) Oo Orinls,w) Raw), 

令 H(z,w) 一 Re(#,w), 它 邢 是 F(z,w) 和 Gz, w) 的 最 
大 公 因 子 ， 首先 由 轿 转 相 除 所 得 各 式 知 H(z, w)1F(zs, w) 和 
刀 (z:z) 1G(ss* 比 )， 丙 将 上 述 各 式 逐 次 代 和 人 则 得 (2.1.1)。 由 比 显 
见 日 (sg, w) 是 最 大 公 因 子 。 羽 为 若 Kl(s, w) 满足 KC(s, w)[F 
《zyz)》 且 K(z,w) IG(aw) 由 (2.1.1) 可 知 , 必 有 K(s,w}1H 
(gz 到 )。- 人 

注 ”由 定理 2.1 可 知 : 若 R(z, ww) 和 G(z,，z) 互 质 , 则 

l= A(g ww) F(a,w) + Bls,w)G(s,w), (2.1.2) 
其 中 4(z,w) 和 B{s,w) 其 有 定理 中 所 述 的 性 质 . 

定理 2.2 设 F(z,w) 是 不 可 约 的 ， 落 F(s,w)lG(s, ww) 于 
《ztw), 则 必 F(z,w)1HCz,w) 或 者 F(x,w)[1G(z,w)。 

证 明 ”由 假设 ,存在 Kt(s,w) 使 得 

Glz,w Hs, WwW) = Klg,w)F(zs, w), 
今 若 Flz,w) 不 整除 G(z,w), 则 由 定理 2,1 的 注 便 知 存在 4A(x 
2) 和 B(xz, ww), 使 得 
l= A(s,w)F(lz,w) t+ Blz,w)Glz,w), 
上 式 两 边 乘 以 日 (z、 w》 即 得 
H(zsw) = A(s,w)F(s,w)H(s,w) 
+ Bg,w)G(le, tw) H(z,w) | 
= {A{(z,w)H(zs,w) t+ Blssw)K( (sw)}F(s,w), 
这 表明 F(z,w)lH(z,w). 

定理 2.3 设 F(z,w) 和 G(z,w) 是 志 的 多 项 式 ,其 系数 为 
z 的 亚 纯 函数 。 它们 具有 非 下 纯 申 数 公 国 子 的 充 要 条 件 , 是 存在 
系数 为 x 的 亚 纯 函数 的 多 项 式 K(z,w) 和 L(x,w), 合 得 

L(gsw)Flss tw) — Kgsw)G{ sw), (2.1.3) 
并 且 degK < depF , degL < degG. 

证 明 ”共存 在 公 因 子 H(z,w), degH 写 1, 则 F(zs,w) 一 
H(z,w)F(s,w) 和 Gz sw)—=Hle, w IG(ls,w), 人 SS Kl(s,w)= 
F(z,w) 和 L(z,w) 一 Gz,w), 即 为 所 求 . 


及 之 , 设 F(s,w) 一 II F(zsw), 其 中 Fi(z, 弥 】 为 质 因 于 
j=1 


县 degF; 之 1, 由 假设 L(s,w)F(g,w) 一 K(z,w)G(s,w), 即 表 
明 F(z,w)|K(z,w)G(z,w), 更 有 Fi(z,w)|K(z, Ww)G(e, w), 
i 一 1,2,.…,m。， 出 定理 2.2 可 知 ,或 者 Fi(z,w)|K(z,w), 或 者 
Fi(z, wv)|G(z, wr)。 但 由 假设 degK 一 degF， 政 必 有 某 个 因子 
Fi(z,w)1G(z,w), 此 即 为 所 求 之 公 因 子 。 定理 证 毕 . 
定理 24 设 F(z,w) 和 Gls,w) 为 wv 的 多 项 式 , 其 系数 为 
z? 的 亚 纯 函数 .它们 存在 非 亚 纯 函 数 公 因子 的 充 要 条 件 是 结 式 
R(F,G) = 0. : 
证 明 设 
Flgsw) = Az) wr + A ew tt Ag), . 
Gls,wW) 一 了 (st TT Ba_ilz)tw tT .+ Bl2), 
由 定理 2.3,F(s, w) 和 G(x,w) 具有 公 因 子 的 充 要 条 件 是 存在 
K(gsw) 一 gan 1s) 十 Ca 十 十 Gofz) 
和 
L(zssw) = ber)w "tt baa)w" + + bz), 
使 得 
L(z,w)F(l(s, ww) — K(gsw)G(z,w), 
比较 wil(ij 一 0，1，'…*， 吉 十 #2 一 1) 的 系数 全 得 4a,(zx)，-……， 
am_1C3) st) ,bo_i(z) 的 齐 次 线性 方程 组 
Amnbs1 一 Budm_i 
Anibs i tt Anadnt = Bunmw.: Tt Broa 
do2o 一 Boas, 
今 作 去 《aj(?)},154Cx)} 的 公共 零点 外 方程 组 有 非 零 解 , 改 其 系 
数 行列 式 必 恒 为 零 , 即 结 式 
[A Cs] A le) ,A(z), 0 0 
ss 
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0 0,4o(o ho ee | 
R(F, G) es Be Cs Bate de 
0, Bs ts), Boz),- ,Brgs)},0,-... ,1 
0,:.., 0, Bls), Bo Cz),.*., BiCs) 
恒 为 零 ; 
室 理 2.5 设 (s,, w.】 是 一 对 有 穷 复数 , 它 满足 不 可 约 方程 
PO PE en A I es 


(2.1.5) 
邹 
中 (zas wo) 一 0， 
并 且 使 得 
pols Wo) — OP) 9, 
Ow sy 


则 存在 唯一 的 正则 画 数 元 素 (w(z)，B.(%,)) 属于 {2,1.5) 且 
ws)=w, BPY 2€ Blzo) H 时 ,Vlz, wte)) — 0, 其 中 B,(%,)= 
{z€ Clz 一 ze| <r} 是 以 xz。 为 心 的 某 个 圆 ， 

证 明 首先 ,我 们 将 (2.1.5) 改写 为 

Plz,w) OO— Hz) + Hs}(w — wo) 
+ Bz) (Ww 一 to) 

由 假设 有 

pastwo) 一 Hzo) 一 0 和 bozos tt) = F(a) 0 
由 连续 性 ， 存 在 + 和 wp, 使 得 当 zs€ Bi) 和 w€ Bo(w) 时 有 

12? wusstw) #0, : 


2° |)| > IH(s)1, 
3° (FC 一 an) 十 .十 月 。 Ww — wl 
"|H(z0)!, 


4 [HC2)| < IHiCa0) 1p. 
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现 令 Mso)] 一 (w 一 wr)jP(z,w), 其 中 P(xz,w) 一 Hi(z) 二 
B(z,w). 由 1° 一 4? 可 知 , 当 lw -一 wl=p 时 ,对 任意 x € B,(z,) 
有 1P(z,w)| 盖 9。 根据 输 篆 原理 ，4(x, w) 在 8,(w,) 认 


的 零点 数 为 土 {argp(z， ww)}oneww 一 1 十 二 {argP (zs) ose. 


若 令 三 一 Hz) 十 (zw), 则 由 2° 和 3? 可 知 ，15 一 Hilz)i 过 
1 本 (#1。 政 当 ww 沿 88。(wo)》 走 一 周 时 ,4 加 到 冻 处 ,且慢 有 


x x 
Cag < 一 中 村 一 
gE 2 


其 中 由 一 argH1《x)， 但 arg# 的 增加 有 量 是 2r 的 整数 倍 , 故 由 上 式 
便 知 , 它 必须 为 零 。 换言之 , 对 任 一 2 & Bz。), 存在 一 个 且 仅 有 
一 个 w& Bp(w), 使 得 pg(z,w) 一 0。 因此 得 到 Br(am)》 内 一 单 
值 函数 w(z), 它 满足 (2.1.5), 且 wz0) 一 wo, 

今 再 证 明 w(x) 在 B.(%) 内 是 全 纯 的 。 首先 ， 由 上 面 的 证 
了 明 过 程 得 知 ,w(z) 在 和 点 是 连续 的 ,再 由 wkz) 满足 (2.1.5), 有 

ws)— wy , _ Hl) 

3 go 一 2p 
1 

HVT Cw we tw wo * 

令 z ~ zo, 使 得 | 
dw (z#)] a Ho{20) 由) 
ds 1 H(z0) Plo wo)” 

现 设 任 一 点 &€ B,(20), 雹 一 w(2)€ Bo(w)。 队 (雪夫 ) 出 
发 ,由 1° 知 它 满足 定理 条 件 , 即 4(#, 坊 ) 一 0,gw(2, 声 ) 天 0。 然 
后 ,我 们 能 选取 和 必 的 邻 域 如 此 之 小 ,使 得 B;(#) 己 Bi(ss) 和 
Bas( 才 ) 和 Bo 如 上 一 样 可 以 得 到 属于 (2.1.5) 的 函数 元 素 
友 (z) , 它 在 B(#) 中 与 前 面 在 B.(%。) 中 得 到 的 函数 w(z) 但 等 . 
同样 地 ,可 以 证 明 区 (sx) 在 # 存 在 有 穷 导 数 ， 从 而 w(x) 在 # 点 
在 在 有 穷 导 数 。 因 此 ,ww(s) 在 8.(*%,) 是 全 纯 的 . 

最 后 证 明 满 足 初始 值 w(s) 一 w。 的 函数 元 素 是 唯一 的 、 事 
实 上 ， 若 (w*(z), Bs(z0)) 是 属于 (2,1.5) 的 正则 水 数 元 闵 ， 且 
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tx%( 2) 一 ton。 由 于 w*(z) 是 连续 的 。 故 总 可 以 找到 Ba 到 
Bi(z46), 使 得 当 se Bio) 时 , w*(z)€ Bo(w,)。 根据 前 面 的 证 
明 , 当 z€ Bw(z6) 时 必 有 w*(z) 三 w(x)， 因 此 ,w*(z) 与 wz) 
恒 等 . 

下 面 讨论 存在 性 定理 不 成 立 的 点 . 

定义 2.2 下 列 三 种 点 称 为 临界 点 ，1° 一 0,2° 4,(z) 的 
零点 ,3° 使 得 p(so,w) 和 dz4,w) 有 公 根 的 点 。 

”所 有 临界 点 的 集合 记 为 5,, 并 令 TT, 一 CNS:。 


对 于 情形 2° 的 点 , 令 # 一 二, 则 (2.1.5) 成 为 
pzs Ww) = {A + Ara) + 
w# 


+t Als)} = LBs,). 
2 


由 此 得 @(z, 0) 一 4,(z)， 即 情形 2° 的 临界 点 对 应 x(s) 的 零 
点 ， 即 w(x) 的 极点 ;情形 3° 的 点 表明 内 am w) 具有 重 根 【《 有 
穷 或 和 否 ); 此 种 点 即 为 判别 式 jz) 的 零点 ,J(z) 可 没 为 


了 (Cs) 一 
1:4 ti(zJ。 dz)20 0 
fs(z7y di(z7)， 对齐 -dfz):0，， 机 >0 


(一 Drz-9 0 - 0, A 8) dz ,A Cx) 
vp 一 1)4 (os 0 0 
0,vA,C2),(Y 1) 4,.1(2), ‘rs A 0 .0 


are 


0 … -074u(s] (2 一 1)4 -iiCxzy。， "dfKg]0: 0 
由 于 结 式 Rs:ge) 一 《一 ”了 A,《z) (2); 故 知 当 加 (x, w) 
不 可 约 时 ,J(x) 关 0。 综 上 所 述 , 当 4(z，w) 不 可 约 时 ,临界 点 至 
多 为 可 数 多 个 , 且 在 内 无 聚 点 ， 


定理 2.6 ”对 于 每 个 me ze， 恰 有 2 个 判别 的 正则 函数 元 未 
(witz), BA(z) (7 = 1,2,--.,v) 属于 (2.1.5)。 

证 明 今 设 me 了 ,根据 代数 基本 定 焉 ,> 次 方程 

pgs) EAA + A(z)w 十 -十 dz) 一 0 

恰 有 * 个 判别 的 有 穷 复 很 ol(7 一 1,2.…,v)。z5 对 点 偶 (zz9) 
满足 定理 2.5 的 条 件 , 从 而 存在 > 个 正则 函数 元 (wi(x),， Br(z0)) 
(1 一 1,2: ?>) 属于 (2.1.5), 并且 wi(ao) 一 地。 定理 证 毕 . 

我 们 称 mi(s)(7 一 12 .bp) 为 w(z)》 的 分 支 , 此 时 判别 
式 还 可 以 写 为 

J(2) = [AC2) 1 1 [wals) O— wils)T, (2.1.6) 

现 将 属于 不 可 约 方 程 (2.1.5) 的 所 有 正则 函数 元 素 组 成 的 集 

合 记 为 祝 , 即 . 
R= {ws),B(a)), a€ Ts}, 

像 代数 函数 一 样 , 可 以 证 明 宣 中 任 一 函数 元 素 能 沿 7 内 的 
任 一 途径 解析 开拓 , 且 解 析 开 拓 所 得 的 元 素 仍 属于 吹 ; 同时 ,家 中 
任 两 个 元 素 能 互相 解析 开 括 . 

下 看 讨论 属于 (2.1.5) 的 临界 点 的 函数 元 素 。 没 (zo, w,) 使 
得 只 so) = plzswv0) 一 0, 而 4,(20) 天 0。 令 B(z,) 一 
B(so)N{so} 为 Te 内 在 am 点 穿 洞 的 小 圆 杜 ,再 以 直径 抬 9(z) 分 为 
两 个 半 开 圆 再 和 六.,， 所 应 用 的 二 径 由 两 个 半径 7, 和 7; 构成. 
于 是 在 日, (或 在 自 ,) 内 每 一 点 恰 有 v 个 函数 元 {wi;(z)} (或 
{2 一 1,.…,v) 属于 守 ， 它 们 能 在 悍 , (或 在 闻 .,) 解析 
开拓 。 现 设 元 素 w(x) 沿 B(z。) 内 一 途径 从 五 ,越过 六 开拓 到 
背 。，, 此 时 开拓 所 得 的 元 素 必 与 必 :(#)(j 一 1,2,-……,») 中 之 一 重 
合 , 不 妨 假 设 与 必 ,(z) 恒 同 。 同样 ,wj(s)(i 二 2,--…,») 亦 然 ,并 
取 必 (z), 必 (z)，…, 性,《x) 的 次 序 使 得 w;(z) 越过 7 开拓 到 
育 ,。 时 与 必 (%) 浅 间 。 然 后 { 乡 ,(z)) 中 人 尾 一 个 能 越过 7; 解析 
开拓 到 如 ,并 六 开拓 所 得 之 元 素 与 fwi(s)} 中 某 一 个 在 召 。。 中 
异同 ,但 动 (z) 一 般 地 不 一 定 与 wj(x) 恒 周 , 而 与 《wji(s)} 中 
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一 恒 河 。 现 从 五 ,的 任 一 点 出 发 , w(x) 沙 着 了 区 mm 为 心 的 加 
i 如， 则 对 每 一 次 回复 到 互 。。 我 们 得 到 {wj(x)} 中 的 
“一 个 。 这 样 得 到 的 函数 对 于 开拓 的 绕 行 必定 是 靠 期 地 重复 , 设 最 
小 周期 为 (i 全 名 夺 2?)， 于 是 ;从 w(x) 出 发 开拓 绕 行 么 次 ， 
依次 得 到 ws) sta(z) 3 到 办 [2 ,Wiz). 然后 再 从 Whu+t(s) 出 
发 围绕 m 进行 开拓 ,依次 得 到 wut2le), 和 Cs 
如 此 继续 能 将 > 个 函数 元 {wilzx)} 分 为 上 个 组 ,每 组 入 个 ， 


i 
且 Dl 向 一 z， 现 设 wi(z),…,wilz) 为 其 中 一 组 , 令 4 一 5 一 
点 二 1 


*, 则 当 # 围绕 # 一 0 点 一 周 时 ,x 图 绕 = 一 2 点 14 次， 内 此 复合 
消光 wiz) = tw tt FY) = wt) 

在 z 平面 于 原点 : 一 0 处 字 油 的 圆 盘 8(0) 一 8(0)M0} 内 单 值 
涟 析 、 下 面 还 将 证 明 * = 0 是 w*(z) 的 可 去 奇 点 ， 为 此 只 要 证 
朋 wx*(z) 在 BC0) 王 ,0 之 |z| 三 +) 有 界 ， 亦 即 mt(z) 在 
六 (zo) 的 解析 开拓 保持 有 界 、 事实 上 ,由 假设 4,(x6) 关 0, 因 此 可 
以 选取 ye， 使 得 当 s€ Bi(z) 一 {3,1z 一 zol 委 r 时 ，14 
(x)| 闻 吉之 0, 同 时 14;(7)| 委 好 二 十 co /一 0)1， -2 一 1 
于 是 当 x€ B,(s,。) 时 有 

1 
Um TT 
十 下 十 A) | 和 六 (wz) 1” 


4 


+ 二 |wls)| 2)., 


由 此 , 当 [wl2| 之 1 有 时， [2)1 去 并 总 之 ; 当 ze BB,(20)， 


nig 


HC)| < max {1 2 人 从 而 1E (0) 一 ,0 之 过 zr 时 ， 


A (ls) 


erDI < max 全 ,型 }。 办 此 ,wbz) 在 BC0) 单 值 解析 , 它 可 


表 为 一 收 敏 的 窒 级 效 
w= 


或 者 wtz) 在 Bu(zo) 中 表 为 = 一 sm 的 分 数 宕 级 数 


T+1 
2 


w(x) = bs om 2s) + btlz — wo) 十 .…-， 
(2.1.7) 
此 函数 元 素 是 一 2 值 通 数 。 若 到 Br(am) 沿 一 半径 割 开 , 则 w(s) 
分 离 为 1 个 单 值 分 支 , 当 = 赃 绕 辐 行走 一 周 时 ， 这 些 分 支 互相 置 
换 . wks) 以 mm 点 为 5 重 乌 值 点 . 
对 于 4.(s) 一 0 的 情形 , 令 “一 二 ,并 考虑 @(s54) 一 


4(z) 十 dz)z 十 十 ds 后 一 0。 又 分 两 种 请 形 讨 论 
之 : 1° 若 Lo(so) ni 0, 则 如 上 一 样 讨论 得 到 
Hu(s) 一 co 二 czfz 一 2 十 crti(g 一 RR 十 
从 而 如 co 声 8 则 有 
wu) — tbs— 0) Tt sons — «) i 机 
69 


(2.1.8) 

29 若 Al zo) 人 0, 则 选取 8, 使 得 可 (Cs 下) 区 0， 并 令 Edd 

十 了 8， 于 是 
2) 二 由 (zs 才 十 站 一 43) 反 ? 十 十 人 (2) 一 4 

此 时 加 (gos 0) 一 (zo, 8) 一 4.(z6) 关 0， 即 化 为 情形 1*.。 这 时 
as 是 世 (s) 的 7 午 极 点 . 

综 上 所 述 , 对 每 一 z,€ C 得 到 i 个 属于 方程 (2,1.5) 的 代数 函 
数 元 素 (wa (sg), B(zo)),i 一 1 2 2 其 中 

wa) = BP + Ps — oo) 

t 

且 >》 1; 一 z， 特别 地 , 当 思 一 工 村 即 为 正则 函数 元 素 。 型 ”是 


f 二 1 


中 (zo ww) 的 1 重 根 , 即 (Ce) 在 x, 点 有 ;个 分 支取 她 为 值 ， 当 
A,(zo) 一 0 时 ,w(s) 有 多 个 分 支 在 zw4 点 取 50 为 值 ， 若 把 B(x,) 
没 其 半径 割 开 , 则 代数 函数 元 未 在 割 开 的 圆 内 分 离 为 1; 个 单 值 分 
支 ,它们 能 由 冠 中 某 个 正则 函数 元 素 开拓 而 得 ， 此 对 亦 称 临界 点 
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函数 元 素 由 下 则 浮 数 元 素 解 析 开 拓 而 得 现在 我 们 以 馆 表 示 属 
于 (2.1.5) 的 所 有 函数 元 素 构 成 的 集合 。 类 似 于 构造 代数 函数 的 
Riemann 明 面 ， 可 以 得 到 代数 体 国 数 的 Riemann 曲面 。 首 先 将 
9i 一 {(w(z),B(a)),a€ CY} 的 元 素 分 为 等 价 类 ,并 记 为 2 一 (an 
w(z))y, 等 价 类 的 金 体 记 为 - 克 一 {4, a€ C}. 在 .居中 可 引进 拓 
扑 并 能 验证 成 一 Riemann 曲面 。 当 ee 7, 时 ,相应 的 在 . 才 
上 有 > 个 点 而 一 《emigs)j 人 7 一 1 2 当 4 € C\Ts 有 时， 
则 在 -让 上 有 7 个 点 各 一 (4, wa) 一 1，2，.…， 门 ,并 称 
5 是 和 一 1 级 分 支点 , - 达 是 复 羔 于 CF 的 vy 叶 开 曲面 , 其 每 
一 时 对 应 w(s) 的 不 同 分 支 。 mw(s) 在 . 碗 上 是 一 单 值 解析 函数 . 


$2.2 亚 纯 函 数 Nevanilinna 理论 
2.2.1. Poisson-Jensen 公式 


本 世纪 20 年代 E. Lindelaf 的 学 生 R、Nevanlinpa 系统 应 
用 Poisson-Jensen 公式 ,等 别 是 它 的 特殊 情形 Jensen 公式 ,建立 了 
现代 亚 纯 阴 数 值 分 布 理 论 。 本 节 概 述 亚 纯 函 数 Nevanlinna 理论 
的 基本 事实 。 我 们 先 证 明了 以 下 Poisson-Jensen 公式 . 

定理 2.7 设 w(z) 为 1z| 委 民 上 的 亚 纯 函 数 , 令 ak(k 一 1， 
2 Mg) 和 与 人 一 1 52) 分 别 是 wlz) 在 lz 一 妨 内 
的 零点 和 极点 , 若 zx 一 re2 为 |z| 过 RR 内 的 一 点 ; 则 有 


2x 
gl 一 上 人 logle(Re| 
下 定语 昌 


RI:—r? 


Od 
R?— 2Rrcos(0— 9) + rr’ ¥ 


+ 六 1g 人 3 je |S 


此 一 了 


(2.2.1) 
证 明 欧 设 w{z) 在 1z1 筷 R 无 零点 和 极点， 此 时 Iiog ww 
(z) 在 |z| 所 R 上 解析 ,由 Cauchy 公式 


s 可 3 。 


log w (0) 一 2 be Ce (2.2.2) 


比较 实 部 和 庶 部 即 得 。 
og1w CO)! — i Ioglw(Re®) ld. 


上 式 当 w(xz) 仅 在 加 周 |x| 一 R 上 有 零点 和 极点 时 仍然 成 
立 .事实 上 ， 此 时 w(xz) 仅 有 有 限 多 个 零点 和 极点 ， 设 它们 是 


ms 令 D(8) 一 {zs1z| < RN LU As(cb; 其 中 As(eo) 一 
天 =】 


1z 1z 一 上 | 到)}， 这 样 ,logzw(s) 在 D(5) 上 解析 ,由 Cauchy 


tr Jog w (2) 
Wemld) 2 |e e 4， 


注意 到 在 cx(8) 一 BAs(ab n fs，lz| < R) 上 logw (2) 一 
0 (log 十 ,而 圆 弧 cA(8) 的 长 赛 不 超过 2z8, 因 此 当 8 -0 时 ,上 
式 趋 于 (2.2.2)， 这 就 证 明了 = 一 0 的 情形 ， 当 = 关 0 时 ， 令 9 一 


于, 它 将 51 < RR 脆 为 | < 1， 并 将 一 “ 觅 为 9 一 


0。 现 令 其 道 映 照 为 a 并 令 妈 () 一 
zw(s(9)), 则 它 在 |91 < 1 内 无 零点 和 极点 ,于 是 有 


log | mW(0)| = 土 人 log |W( et) 1dy, 


ib R(Re’* — z) 认 
由 "一 加 全 二 求 导数 可 得 


R? po 2 
I Ri — 2Rrcos (0 — 9)tr? ps 
青 计 及 log [IW(0)| = lbglw(z)| 和 log IW(ew)| 
一 log |w(Re”*)| ,见得 
og wn) | — |) logl(w/Re®)| 
2 如 
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R: + 
"RiRrep Orr 0 
当 w(x) 在 1z1 二 尺 有 零点 和 极点 时 , 令 ax(t 一 1 2 …， 


1m) 和 Bi(F 一 ],2,-…,#) 分 别 是 w(x) 的 零点 和 极点 。 置 


本 RCs 一 与 ) TT R(x 一 ax) 
PC2) wz) (I R'— Bs M(H 人 
则 知 房 (zs) 在 1z1 天 尺 内 无 零点 和 极点 , 上 且 当 |z| 一 尺 时 | 这 
(2)1 二 |w(Cz)|， 应 用 (2.2.3) 二 遍 (z), 即 得 


log | 六 (51 一 款 | log |D(Re™*)| 


一 一 -一 -一 人 一 dqp 


| log lw( Re’*)| 
eR 
R?—2Rrcos(p —0)+r’ 
由 房 (x) 的 表示 式 即 得 (2.2.1). 
注 1? 和 若 于 zx 一 0 的 邻 焉 w(x) 一 cp 十 crrisrt 二 
< 天 0) 则 令 WV(z) 一 Riw(z)fs', 此 时 W(0) 一 Re, 关 4, 且 当 
zl 一 RR 时 ,JW (2)| 一 jw(sz)1, 于 是 有 以 下 的 Jensen 公式 


了 
mg lcs| 一 土 \ log | w( Re*)|dp 
25 9 


dp， 


2 log 全 
0<lazl< 只 人 二 1 人 DI5 下 必 民 15 | 
— TlogR. (2.2.4) 
R?—r’ [2 
注 2% 注意 到 一 一 一 Re 1 一 * 
注 注意 到 Ri—2Rrcos(g —0)+r Re 一 sj 


《2.2.1) 式 两 边 加 上 其 共 转 调和 六 数 乘 以 上 便 得 


log mw{fs) 一 过 全 log | wl Re'r) | 


“ Ee Ee a 中 十 >) log R{s 一 at 
Re'r—y ‘ca R’ 一 Ak 


一 >， log ee — 67) 十 fc。 (2.2.5) 


| 有 性 民 Bj 


2.2.2 特征 函数 与 第 一 基本 定理 


我 们 知道 ， 若 将 有 理子 数 w(z) 二 P(z)/8(x) 视 为 映 扩 充 
的 复 平面 C 一 CU{c0} 到 自身 的 喘 照 , 则 mw(z) 取 每 一 值 a€ 
C 相同 次 数 * 一 max{p, 4}, 其 中 PP 和 g 分 别 是 多 项 式 P(z) 和 
Q(z) 的 次 数 。 这 一 事实 显示 出 有 理 洱 数值 点 分 布 的 对 称 性 。 对 
于 一 般 亚 纯 函 数 将 得 到 相似 的 结论 , 它 将 由 _Nevanlinna 第 一 基本 
定理 所 导出 。 


对 于 a€ C, 我 们 以 nr,4) 一 n (一 ) 表 示 w(e) 一 a 
在 1z| 二 + 内 的 零点 数 , 且 每 一 零点 按 其 重 级 计算 ， 当 a 一 oo 


上 果 ，zCryco) = nlr ,tw ) 表示 相应 的 极点 数 。 
定 尖 2.3 对 a€C, 令 


N(r ,a) N (二 


a 


二 [2 At + n(0,a)logr, 
hn 去 


对 a 一 00, 令 


Nr, 00) — NGrsw) = | 2 全 人 0s a 


tn(0,w) logr, 
并 称 N(r, a) 是 wlz) 的 4 值 点 密 指 量 或 数目 函数 。 它 表示 
wlz) 的 4 值 点 的 平均 密度 ， 
令 liglel 一 maxf log lal,0}, 对 a€ C, 置 


mCrsa) — m (rst) 


-| Wg — 1 dp; 
2 | ml 人 (reiz) 一 他 | 
对 于 如 一 co , 置 


， 46 。 


ee py -| tSg|w (rs17)|dg, 


并 称 m(+, a) 为 平均 中 值 涡 数 。 它 表示 wlx) 与 a 在 1zl 一 
上 的 平均 偏差 的 度量 ,而 
Tlr,w) = mr, w) + N(r, ww) 
称 为 wlx) 的 Nevanlinna 特征 通 数 ， 
推论 设 wtlz) 是 亚 纯 函 数 , 则 有 


T(r ya) 一 r(:, 寺 二 ) 十 log le,|， (2.2.6) 
其 中 c; 是 wts) 在 原点 邻 域 展 式 中 第 一 个 非 零 系数 . 


事实 上 , 设 w(xz) 在 1z| 二 7 内 的 a 值 点 为 ox 并 且 满 足 
0<1o| 和 ml 志和 far| 二 7, 则 知 


aan) 到 二 21 至 圭 -… 
1 


-nh Ila! ¥ last £ 
lax! r 
py 
Vokil 直 ‘mnt £ 
- 导语 
下 多 1aKj<r [aT 


今 若 w(2) 一 zh(z)，A0) 关 0,00, 则 应 用 上 式 于 h(x) 和 
ee 纯 一 so 二 neoo- 
nes oo] 一 nC0, w) 和 rt 一 #(0, 填 ) 一 an(0,w), 则 Jensen 公式 
(7?.2.4) 可 写 为 

log |c:| = 10g 14 (0)] 
一 二 | logCr-rlw re) ae + z 


> iog -一 -一 > log —— = m{(r,w) 
a 


Gib ~ 0<Ioaxrl<r | +| 


(ea 到 


» $7 » 


= T(r,w)— T(r,+). 


一 般 地 ,我 们 有 下 面 的 
定理 2.8 {第 一 基本 定理 ) 设 w(x) 是 C 上 亚 纯 孙 数 ,ze CC， 
则 厢 


| 十 N(r,a) = a 十 be 1 


| + el(r ,4a), 


(2.2.7) 
其 中 ls(r,a)l 扫 ia 十 log2, cr 是 w(z) 一 上 在 原点 邻 域内 
的 展开 式 中 第 一 个 非 零 系 数 。 
证 明 在 (2:2.6) 中 以 wls) 一 a 代替 w(x), 便 得 


mlrsw — a) tN(r, w—a)—m{r, 


po 


PE ) + log lerl. 
lH 和 te— a 


注意 到 N(r ,w 一 4a) 一 N(+,w), 并 且 由 正 对 数 柱 质 可 得 
lglw — a|l < 1g|lwl + tiglal + log2 


和 
lSglwl 志 一 
从 而 有 
1 二 一 4) mr,w) + lglal 十 log2 
和 
m{(r,w) mr,w — a) + lglal 十 iog2， 


于 是 
mrsw ma) — mr,w)) Oo lelr ,a)! < Wglal + log?2, 
这 就 证 明了 (2.2.7)。 
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注 设 K 是 一 正常 数 ,车 对 于 r+ 之 +, 有 |atr)| 所 Kv(r), 风 
记 alr) 一 04v(r)}， 特 别 地 ，u(+) 一 0(1) 表示 u(r) 为 一 有 


界 函 数 。 若 lim re 则 记 a(r) 二 ov(r)}， 特 别 地 , w(r) 一 


o(1) 表示 pe = 0。 然则 (2.2.7) 可 写 为 

mssa) + Nrsa) = Tlr,w) + OF) (7 > 00). (2.2.7) 

第 一 基本 定理 表明 ,对 于 一 切 ee C， 两 项 和 m(r，a) 十 
N(r,a) 显示 出 一 个 对 称 性 , 它 与 T(z ,w) 只 相差 一 个 有 界 的 相 加 
量 。 亦 即 , 如 果 w(s) 取 <= 值 相对 地 稀少 , 则 恒 有 一 个 补偿 ， 此 时 
w(x) 与 相关 的 a 值 平均 地 相差 很 小 ,从 而 使 得 m(7， i a) 
达到 特征 函数 的 量 。 因此 、 如 果 不 只 考虑 4 值 点 的 数量 ， 而 且 
还 考虑 w(z) 对 4 值 点 的 平均 接近 程度 ,; 则 w(xz) 对 一 切 < 值 的 
总 趋 近 是 相同 的 。 在 此 意义 下 , 亚 纯 函 数 能 值 分 布 相似 于 有 理 北 
数 。 


2.2.3。 Cartan 汪 等 式 

下 述 定理 是 于、Carran 给 出 的 . 

定型 2.9 设 wks) 是 lz| Ro 内 非常 数 亚 纯 函 数 ， 
县 wv(0) 关 co , 则 

T(r yo) 一 于 时 NUr vetode + WBelwto)l,. (2.2.8) 

证 明 首先 应 用 Jensen 公式 于 h(z) 一 > 一 9) 则 当 1ial 之 1 

时 , 因 hCz) 在 1z| 二 1 内 无 零点 , 故 
log 1a(0)| 一 土 | log |h(Ce'?) ldp, 


即 


3 
log ,al - 土 ) log le’*?” — «lay, 
oo 


当 lel 二] 时 ,#(z) 在 zj 二 1 内 以 4 为 零点 , 故 有 
log ;iDD)1 -+ iog |e? — uldy — log i 


» #9 '， 


1 2 
土 | log |e’? — aldqp = 0, 


EL 


从 而 , 
lixlai 一 4 | log |s*” 一 aldgp, (2.2.9) 
2x dn 


今 应 用 jensen 公式 于 w(x) 一 e 必 ,得 
. log | w(0) 一 ei) 一 二 人 log jw(re'r)} 


一 cep t+ N(r,w)— Nlr ,ce”), 
递 过 对 6 积分 并 应 用 (2,2.9) 式 便 得 


telw(O1 一 二 |. 46 1 tog |w(re®) 


-一 edo 十 NC ， il) 一 4 | RNCryec2)d6 
Ta 2x 
1 2 
== T(r,w)—— | N(sr, eic)aeb， 
2m y9 


推论 设 w(x) 是 非常 数 亚 纯 函 数 , 则 Ntr,e) 和 7(+,w) 
是 ?+ 的 单调 增 函 数 , 旦 是 logr 的 凸 臣 数 ， 

事实 上 ,由 Nirys) 的 定义 即 知 ， 它 是 + 的 增 函 数 。 由 定理 
2.9 即 竺 T(r, w) 是 ”的 增 函 数 。 

现在 证 明 它 们 是 logy 的 凸 函 数 . 设 0 二 和 二 * 芭 六 并 令 
nlr) = nr, a) — n(0, 2) 则 | 

N(r,4} ~ N(ri,4) 
logr 一 logr, 


| EE 0, a) (logr— log ri) 


logr 一 yogri 
之 (nlr) + n(0,a))( logr— logr1) 
logr -一 log 六 


nlr) + nt(0,4))(logri — logr) 


log+;— lo 名 + 


a 本 人 


r 


站 nl ds +n{0, a)l tog f2— logr) 
£ 


< 
iog za 一 logr 
et NGCraz) 一 NGCr a) 
iogr 一 logr “” 


这 就 表明 N(r ,a) 是 iogy 的 上 是 函数 。 记 此 有 

工作 Mrse®) — NOrwe) a 

2 J logr 一 logri 
过 上 i 人 (rayeciy 一 人 (re "a0. 

2 logr;— logr 
由 定理 2.9, 妈 有 
Tlrw) 一 了 (Cry 幼 ) < 一 了 (ra ww) — Tr, w) 
Iogr -一 logr: ee log ri 一 logr 


这 就 证 明了 7(r,w) 是 logr 的 是 函数 ， 


2.2.4 亚 纯 函数 的 级 
现 给 出 亚 纯 耻 数 的 增长 级 的 定义 。 
定义 24 设 wks) 是 C 上 上 亚 纯 函数 , 则 
网 FF log T(r ,w) 


rm logr 
和 
p= 和 log T(r,w) 
2 logr 


分 别称 为 w(xz) 的 级 和 下 级 。 若 0<p 二 oo :, 则 称 wtz) 为 有 穷 
正 级 亚 纯 嚼 数 ,并 定义 


oo= fm T(rsw) 


rm fr” 


为 w(zs) 的 型 。 
例 19 zz 一 PCs) ， 其 中 Pls)=ager 十 ps 十 :二 


ap 天 0， 则 它 的 级 和 型 分 别 是 p 一 了 和 o 一 [el 。 特别 地 ， 


ee Sl *« 


wz) 一 e+ 的 级 和 型 是 p 一 1 们 0 一 +4. 

事实 上 ,首先 有 N(r,w) = 现 令 ed re’?, dp fosler, 
则 有 P(z) 一 | es | rr?ererre) 十 Or )， 从 而 ReP(z) 一 ja,|r? 
X cos(pp 十 ee) 十 Ofrt?-)。 令 costp 一 max{ 0 ,cosm}; 则 


FIx 
Tlr,w) = mlr,w) 一 i lSg (eRePereT) dp 2 
2x Je : 


Ea 3 
— je eel | cost(pp 十 oa)dp + O(r?™!) 
x 了 


Ipna+a 
2 | costpadqp + Ort 
TL, 和 


p Tie 
| costoqpdsy + Olr? 1) 
b 9 


p 
一 |aplr 十 Ofro 1 )。 
.3 


由 定义 即 得 p 一 和 a 一 |ap| /x 
例 2” 2w(z) 一 cosz 的 级 和 型 分 别 是 op 一 1， a 一 之， 


事实 上 ， 首先 N(r, w= 0, 又 令 s+ 十 起 一 +cosgp 
+ irsing. 由 w(x) 一 cosz 一 py 《ce 十 e 2)， 易 知 


| coss| 入 ctr 和 | coss| > 二 (eo" 一 D， 


因此 :ltglcoss| 一 |y| 十 O(1)。 于 是 


2x 
T(r,w) =— mlr,w) 二 | iég| cosz ladp 
nw! 


2z 
-| lsinglap = 和 +00), 
Ti x ， 


例 3” w(z) 一 bans 的 级 与 型 分 别 是 p 一 1,o 一 2， 


事实 上 ,由 


* 52 。 


COSS t pn 
Ey 
; ?ers 二 1 


根据 第 一 基本 定理 以 及 例 1"” 的 计算 , 便 得 
T(r,w) 一 Tryei + 0O(1) = ++ 0(1), 


由 此 见得 p 一 1，o 一 二 


到。 
2.2.5， Ahifors-Shimizu 九 何 特征 


1929 年 L. Ahlfors 和 工 . Shimizut 莹 分 别 独立 地 引进 
球面 特征 函数 ， 它 与 Nevanlinna 的 特征 函数 只 相差 一 个 有 界 盟 . 
由 这 个 特征 能 简明 地 导出 等 征 函 数 的 一 些 重要 性 质 ， 同 时 它 还 具 
有 一 个 有 趣 的 几何 解释 。 下 面 我 们 将 引入 这 个 特征 函数 . 

我 们 知道 , 单 连通 Riemann 曲面 能 拓扑 地 共 形 地 映 为 卡 裂 三 
个 标准 区 域 之 一 ，1 一 CU{co}, 此 时 称 此 Riemans 曲面 为 椭 
圆 型 的 ;2° 复 数 平面 C, 此 种 情形 为 抛物 型 的 ;3° 单 位 加 内 部 (或 上 
半 平 面 内 ) ,此 时 为 双 昌 型 的 。 按 照 Klein 的 观点 ， 上 述 不 同 的 典 
琼 区 域 可 有 不 同 的 几何 学 ,情形 1? 考虑 的 空间 为 已, 运动 群 G: 一 


和 rn 一 en 攻守 ak [0,2r],ae 人 | ， 线 元 素 定义 为 ds 一 
1 十 43 


ladzl 
1+ |z|? 


i 其 和 do = 二 dxady, Gauss 曲率 六 一 一 


,|az| 一 V(ary 十 (dy) 2 十 妙 ) 面 积 元 为 c== 


(+ fp 
A 《oe 于 于 订 ) 一 8《 正 常数), 基 中 A 一 站 5 十 访 ; 为 Lap- 
lace 算 子 ,不 变 币 分 式 为 L; 一 (1 十 |jz| 裤 A。 上 述 各 式 在 群 G， 
作用 下 不 变 , 让 应 的 几何 学 为 禄 贺 几 何 。 情形 2° 考虑 的 空间 为 
C, 运 动 群 Ca 一 1tss5(s) 一 einx 十 2 人 区 [0,2x],a€ Cj 相应 的 各 
量 为 ds 一 dzl，dc 一 do 天 一 0， 工 ,一 As， 此 即 为 通常 的 


mw $3 « 


Euclid 几何 ， 亦 称 为 抛物 几何 。 情形 3° 讨论 的 空间 是 单位 癌 
D 二 {zs,|z| 二 1}, 群 G; 一 | s(2) = ia 一 ac [0，2r]， 


—4 


Ds = 一 
|z [2 四 后 


国 1as| _ qd 
sD ]} ,相应 各 量 为 zz 一 -do 一 人 
Ly (1 ae 1z1”)AA:, 此 时 为 双 曲 几何 . 

由 于 亚 纯 函数 的 值 域 为 ,我们 令 U(w) 一 log | 
log (1 十 |w|"), 继 令 VC2)=UCw(s)), 队 而 有 AsV CD) 一 |w'CaD1 


yo 4) Se 
A (w) 一 本 和 于 Tz 由 于 UC0) 一 0, 故 对 w(z) 的 夫 


点 4 有 (ai 一 0。 又 由 于 |w| 一 00 时 ,U0(w) 一 21og1wl 十 
s ( 士 )。 其 中 (二 ) -> 0. 因此 对 于 w(s) 的 极点 与, 车 在 其 信 
域 ws 一 《s 一 5) iD(z)， 必 (561) 关 0,co, 则 有 


V(z) 一 2rilog 十 六 (2)， 

|z 一 与 | 

其 中 痕 (z) 在 5 点 邻 域 连续 可 徽 。 令 As(5)) 一 {zz 一 本 [到 
6}, D.(0) 一 {z， lz| <r} 和 Ds = Ds(0)N\NUAs(5;), 应 用 Green 
公式 便 得 


. 


人 Ar ao 一 人 Oa 


2 2 On 
一 | OV gy, > | Or ads, (2.2.10) 
opr Or aa) OF ~ 
由 于 
人 ;= 000"), 


志士 ie 


因此 当 3 一 0 时 ,(2.2.10) 左 端 趋 于 


ee 


r 1 


又 由 于 


» 54 。 


| OV 一 一 4zr2frsaz) 十 Oo)， 
6A5(o) OF 


因此 当 5 一 0 时 ,(2.2.10) 右 端 趋 于 
3 | log {1 + |w(re®)l dp TF drn(r ,1w). 
ar J 


于 是 ,(2.2.10) 化 为 

1 | | lw (2 i 

x ,lt [wt ly) 

一 二 | log (1 + lw(reir}l agp + a{r ,iw), 
对 上 式 求 积分 即 得 


”zs 了 人 
| A a = 二 | log Mi 二 |w{re's)|’ dp 


+ Nr,w) — log V1+ [wo0)l, 


ER |w’ (2) dos 
其 中 4(r, 2) 一 二 人 | 本 12 ,并 称 


;区 ] 吃 了 
Alt, w)ar 
ov 


Fw) = | A 


为 wx) 的 几何 特征 函数 ， 
区 于 全 (7， w), 容易 得 到 如 下 的 性 质 : 
1 车 以 本 "表示 |z| 委 上 在 wke) 下 的 象 域 ，F, 是 邢 , 通过 


测 地 投影 映 于 以 《0, 0, 二) 为 心 , 革 为 半径 的 球面 上 的 曲面 次 ， 
网 4(r。w) 表示 FF, 的 球面 面积 除 以 <、 其 中 曲面 面积 按 其 喘 照 


的 重 数 计算 。 
事实 上 ,由 定义 
< 一 | i 一 le zw ) 
,lw 一 | lw' 《zj22as , 
Gt ,0 wy 


2? YUry za) 入 logyr 的 凸 增 函 数 ， 


w $5 * 


事实 上 ， 
Cr ,ww) 
dlogr 
由 1° 可知,A(r,w) 是 > 的 非 负 增 函 数 , 由 此 即 得 2°。 
3? Cr。 zw) 与 Try zw) 只 相差 一 有 界 量 。 
事实 上 , 易 知 ， 
mlr,w) = | lég | w(re?)|dmp 
2m 0 


= A(r ,sw). 


< 二 | ke VIT To emp dp 
mhr,w) 十 log 2, 
于 是 得 到 
[他 (7 oo) 一 T(r,w)| < log? + log V+ [wo 
4? 二 (1, w) 对 旋转 群 G, 不 变 , 邯 若 :(o) 一 oo 到 一 和 ce 
l+aw 


则 
全 (r :ao) 一 Fr ,se)). 

我 们 只 须 指 出 ， 如 果 作 一 二 二 <， 只 则 有 4(r ,多 )=A(7 yz) 

事实 上 ,直接 计算 表明 二 了 中 一 一 le)P 由 此 


《1 EA EAD 
即 有 A(r,w) 二 4(r, 必 ). 
5° 设 ee C, 令 


Iw—al 
[一 一 和 一 一- 一， 当 w 关 oo 
kw V1i+[al” 
i 


继 令 
re) ee 


1 
log -一 -一 .dz 
re 


sw 到 2 
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则 对 --- 切 seE 有 
(ra) 十 (rse) 一 全 (rr 必 )， 
事实 上 ,对 任意 s& Gi, 容易 验证 信 w, ao} 呈 机 :wv), 只 4)}. 
特 济 地 , 取 必 一 sw) 一 二 二 4, 此 时 5e) 一 oo, 应 用 4? 便 
得 
(rz) = T(r, = N(r ,ws) 十 


| log V1lt+t JB (reer) | dgp 
2x 0 


ee VIT TO Nr 7) 


1 1 
| be i 
ey Fe ee 
K{w(0), a} 
2.2.6” 亚 纯 函 数 第 二 基本 定理 
亚 纯 函 数 第 一 基本 定理 建立 之 后 ， 值 分 布 的 基本 问题 是 研究 
不 变 和 mlr,a) 十 N(r,s) 的 相 加 项 的 相对 大 小 问题 ， 这 将 由 第 
二 基本 定理 来 解决 。 
定理 2.10 (第 二 基本 定理 ) 设 wtx) 是 C 上 亚 纯 酌 数 ,又 设 
at(& 一 1，2，-…，p) 是 p(p 守 2) 个 判别 的 有 穷 复 数 。 若 
tf0) 天 0 oo 是 w(0) #0, 则 有 


(p— Tw) < NG,w) 二 NOrsat) 
k=1 


— Ni(r, w) tt Sr, w), (2.2.11) 
其 中 
N 上 
二 N(r， 十 ) + 2N(r, w) 一 NU oo 
wv 


ea S57 ， 


好 pp 了 
一 区 (全 m{r, -2. 
SCr, w) A 3 (1 ) + K, 22.12) 
KK 是 与 p, et 和 wtlx) 及 其 导数 在 原点 的 性 质 有 关 的 常数 ， 
证 明 首先 作 函 数 
Wiz) =— I wb) oa) = Cw la))? 开 (一 askz))， 
太一 X=1 


下 
令 a 一 Max{|ax|}, 继 令 Er 一 {z， |z| = r}, EL — {sé€ E,, 
1& 
lw(s)1 之 20} 和 BE- 一 {z€ Er,1w(z)| 所 24}, 于 是 , 当 xE EE: 
时 ， 
Hd 
(WO) > wa)? TT Oo la fw dl) > wl)? /2, 
=1 
邵 


2?7|1W(z)|, zE Er 
lwtz)l? < i 3 全 
因此 
pr(r ,0) 一 上 | tbel wlr er) ?ap 
| 上 十 |) We| wlr er)|?dp 


mr 到) 十 plig(2c) + plog2. 
再 应 用 Jensen 公式 于 函数 W(xz), 则 有 


J 工 工 
| m{r,s W) m(7, 二 ) + N(r, 十) 
— N(r,W) + log |W(O0)|. 
p 
由 WO) = BACw la) CO— 0), A4 = [I 1/Caj 一 a4), 便 
二 1 放 虹 逢 

有 je ， 
"二 


此 一 诗 


Ed . 4 
<m(r, 二) 十 m(r, 一 ) + oo), 
w 


二 WwW HR 和 


» SB * 


再 次 对 w'{s) 应 用 Jenisen 公式 得 
二 (r， 二 ) = m(r, w) + Nr, tw’) 
~ w 


—N(, 二)+ log Ty < sw) 
tm(r, EE)+ Nr,w) —N(, 三 ) 


十 log 


1 
lw (0)1” 
因此 | 
m(;, 去 ) mr， w) tN(r, w) 一 w{-， +) 
十 m(, 2 ) 十 {7, 
文风 a 是 判别 的 有 穷 复 数 , 故 有 


| 


N(r,W) = pN(r tb)。 


是) + O(1), 


和 


综 上 诸 式 全 得 
pmlr, w) 安 mr, w) 十 N (7, — a 
一 本 


十 wkryt )—N (ys -me w) 


+ "($e)+ nl 
由 此 即 得 (2.2.11). 


和 一 ) 十 天。 
更 A 


2.2.7， 对 数 导 数 基本 引 理 及 其 推广 


为 了 处 理 第 二 基本 不 等 式 中 的 余 顶 SCr yw)， 我 们 来 证 明 对 数 
导数 基 椒 引 理 。 为 此 先 证 明 


引 理 2.1 设 mx 之 0 且 0<e<1， 则 


(> sa) < > 2 (2.2.13) 


‘Kf k=* 


证 明 若 局 一 $ 一 0, 则 (2.2.13) 式 显然 成 立 ， 故 不 妨 


设 5 > 0, 因 此 /xx 之 1, 且 对 于 0<a<1 有 (全) 之 车 . 于 是 


下 二 <De) -二 室 冻 
此 即 为 所 要 求 的 不 等 式 ， 

引 理 2.2 设 p(x) 是 区 间 [sa,6] 上 的 正 值 函数 , 县 log p(w) 
[1 积 , 则 有 


a 人 wa ea 


证 明 令 允 一 -一 pCe)ax 和 由 Cx) 一 p(x) 一 9, 因此 


由 于 
iog pfx) 一 log 人 十 a 志 log 顽 十 2, 
于 是 对 上 式 积 分 立即 得 
= 9 log plx)jar < logm 十 二， 本 工 


-oar lg 1 工人 Coaz 上 |- 


下 面 定理 的 证 明 是 W，Ngoan 和 到 . Ostrowski2 给 出 的 。 
定理 2.11 (对 数 导数 基本 引 理 ) 设 w(=) 是 1z| < co 内 非 
常数 亚 纯 函数 , 且 w(0) 一 1: 则 对 于 0<r 二 丸和 0< 和 1 有 


om 人， 区) < 二 log 已 + 1 


。 60 。 


. (a) TE (2.2.15) 


-一 了 r® 


证 明 令 “ 上 一 pe'yz 一 +e, 则 (2.2.5) 能 写 为 
log wb) 一 二 人 glw(D1 EE dg 


十 > log 2 


lak1<p — gx 
i 
一 log 
D2 已 ;3 
对 上 式 求 导数 得 
wz) 一 工作 25 ， 
| log wl rs a9 


+ (= 二 4】 


loni<p ‘ST A Pr akg 


1 2; 
一 二 
2 (: a bs Ea cs 2) 


于 是 
El< < le lw(B NN 2 a 
1 a 
本 CA 5 P en 
| 


根据 最 大 模 原 理 , 对 于 |c| 过。 有 

1 2 pz 一 <) 
| pp Ce 
5 (+ 二)< 2 


|z 一 中 | p lz 一 ec 


注意 到 | log |z|| 一 llz| 十 la Te ， 因此 进一步 有 


ee 


ea 61 * 


二 2 1 | 
1 | = 人 ax| 3 | > < 一 bi| 上 
令 laa} U{s,} {cr}, 并 按 其 模 的 增长 重新 排列 使 得 10 一 | ci| 委 
1e| 委 … ,应 用 第 一 基本 定理 并 计 及 w(0) 一 1, 取 p 二 (及 十 


7 ) 便 得 


w (2), < 一 4p 7 十 2 
Pe i 一 r+) ee > 1s 一 ez 
< LR TR,w) + 
Ce TD 
由 此 援 用 引 理 2.1 有 
jg “| | 二 工 二 log Ce (2) 
16R 
< jog fi 人 
2 1 
十 委 一 
2 Iz 一 ci } 要 
(CRT(R,w))" 2 
“ log ll 十 16、 十 
oel {R —r)y” leri<p |z A | 
再 由 引 理 2.2 便 得 
w|i.if” (RT(R, w)) 
m(r, 到 一 圭 | iog 由 + Ce 
2 1 
dL 
lal<P |z 二 | 三 
. 16( RT(R,w )) 2 fr 20 
i+ (RC— re 人 2x | |re*— ci | 
下 面 进一步 计算 | Te ee 
0 re — Cl? 
则 知 
和 df> ag 3 a0 
上 [re — cde | [re cl <4| ire— cl 
4 2x. 
< Be (1 一 cyzro" 


a £2 


至此， 


工人 240 2(n(p,0) + a(p, 00) 
dca 2r 9 |reB— cl” (1 一 wa)rs 
由 于 当 4 一 0 或 co 时 


N(R, >) Hd > sp,4) [a 


> 1(p, a) 人 一 二 a(p, a), 
故 有 . 
n(p,0) + n(p, 00) 3 (N(R,0) 
+ N(R,c0)) tarta 
于 是 ， 
1 2d8 < SRT(R, w) 
el<e 2x 0 lres—cl* (1—a)(R— +r) 
综 上 各 式 便 得 
wl IT(R,w) 
~ (7, ) 他 log {1 要 《1 一 oa)r® 


16Reza 8R 1 
(+) < 
log 和 十 —( R } IT(R, oo 
1—& \R—r 了 


推论 1" w(xz) 如 定理 2.11 所 设 , 若 w(0) 天 0, 则 有 
1 (7, 终 ) 2gT(R, w) 十 3 1og 
tw 


+ lig L + 216g16g 十 10. (2.2.16) 
r 


1 
|w(0)) 
事实 上 , 令 W(x) 一 wz)fw(0)， 应 用 (2.2.15) 于 并 


Ws) ws) 3 Ty 6 
人 ey W) < Tr, a OT 


和 看 了 + 


w ey 4 
m(r， 2 ) 一 (7, WT) < 210g {1+18 (Ee- l 
WwW 


Ww 及 一 他 


-二 2log48 + 3log =2 


+ lg + 2tBgT(R,W) + 21og2 
EE 


2log + T(RwW) + 3log -ER -+ gt 
R—?7 7 
1 
二 2liglég 一 一 一 一 十 2log96， 
1w(0)| 


推论 2” wls) 如 定理 2.11 所 设 , 又 w(0) 去 0， 则 对 任意 正 
整数 1, 有 


wd RR 
m (;, < ArlbgT(R,w) + Bildg es 


+ Ci + + Diléglég 二 + Ei (2.2.17) 
1 


.其 中 Al, B,, Ci, Di 和 和 Ei 是 仅 与 i 有 关 的 常数 ， 
事实 上 , 当 i 一 1 时 ， (2.2.17) 即 为 (2.2.16)， 因此 ， 假设 a 
1， 2 /一 1 时 有 
m (7, 全 < AiliaT(R, w) + Blég ~ 


+ Citg + Dldglgg + 
r |w(0)! 


今 证 明 s 一 ?时 上 式 仍 成 立 , 首 先 ,对 log w(x) 求 1 次 导数 得 
~ 0 2) Ww ww, wD 
(log wlz))® wz) +P (全 ， ww? > 上 


其 中 已 (各,…… ,全 } 是 其 变 元 的 常 系数 多 项 式 。 因 此 有 


， (一 已 、: 


(< ie + hp (GY 719) 


下 面 类 似 于 定理 2.11 的 证 明 ， 对 1(log w(z))W， 进行 估计 ， 首 
先 对 (2.2.5) 求 ! 次 导数 得 


. 64 * 


(Cogw(o) 一 此 | log te(1， i 
en 0 
4 一 D1 2 {a a (Pp— | 


1 了 
0 Fil 
先 设 w(0) 一 1, 则 


He Et 
Es log | w(5)| 区 0 ik Tlp,w), 
同样 ,对 于 lc| < p 
| Dn el 
(ec—a) (Pp—2a)) lx—el 


(|< 


i 六 一 Ex 
令 {arj Ut{5;} 一 {6} 并 取 p= 二 (RR 十 +) 可 得 


2 


log oz 人 (se Jo 扫 < 让 T(R,w) 
+2.(1—1)1 >， 


Te EE — 而 


应 用 引 飞 2.1 和 引 理 2.2, 并 取 a < 1 六 使 有 
i |" wel( logw(s))"|d0 


28+3 ,1(RT(R, w)) 
{R i 9 )} the 
上 a 


<1 log 1+ 
ou 


+2.(1 一 1)1 马 二 


lil<p 2x 


< a0 2 . 
已 知 二 
但 | Ire — ol (1— cl)ze 


2.0-D1 ad0 


tp 2 J9 rect 一 ci I” 


< Cn( ps 0) + nlp, 00)) 


» 65 


2 二 . a T(R,w). 


从 而 可 得 
人 lbg|( log wz) yo1d8 < > 
和 
当 wv(0) 冯 0, 1 时 以 邢 (x) 一 w(z)/w(0) 代替 之 , 并 取 a= 
南 即 得 


人 lg|{ log ww (2)) 1a < 211igT(R, w) 
Tt 


£ 一 十 1 工 十 21t6g 直 g- 


lw DT 


十 3ilog 
RC— 


+ 2i(t + 6)log2 + 2ilogi!. 
出 (2-2.18) 和 归纳 假设 , 便 导 出 


wt ] 


m(r, 区 ) << 寺 | gilog wa)eo126 


Crh 
+ Dm, ) + Ki AntgT(R,w) 
gt 


R 十 Crée 
一 了 


Diligtr 一 二 + El. 
十 | 十 EE, 


推论 3” 设 w(xz) 是 有 穷 级 亚 纯 函 数 ,其 级 为 p, 则 


人 (, 2) 
PE ww 


lim 一 一 
fF log 了 


事实 上 ,在 【2.2.15) 中 令 尺 一 对 之 0 和 足够 大 的 + 有 
人 (, ) < 二 log Gr+= 二 2 一 }. 


< Max{p— 1, 0}., 


"66 * 


若 p<1, 可 取 g 之 0 和 0<a < 二 1 满足 
pigs<ar<1, 
于 是 上 式 成 为 
ar 区) 二 二 bg (1+ oe 2 e). 
ww 人 IT 一 必 


由 紫 即 得 


今 阁 p 之 1, 则 对 足够 大 的 +、 有 


mr 此) 二 人 (pp 十 8 一 ac)logr 十 DCl)， 


了 

到 
m(r, <) 
a ww 


ek (ps oo—a), 
r= logr & 


令 s 一 0 和 we 一 1, 即 得 所 证 。 


从 而 


2.2.8. 第 二 基本 定理 的 余 项 


为 了 进一步 处 理 第 二 基本 定理 的 余 项 S(r , w) 中 的 大 gT{RR， 
wv) ;我 们 先 证 明 下 述 关 于 单调 函数 的 一 个 引 理 ， 
引 理 2.3 设 T(r) 是 在 ro 和 所 + < 近 co 上 的 连续 非 减 函数 ， 且 
T(r0) 实 1, 则 除去 ?的 一 个 集合 Be 外 有 
T(r 十 5 )<27C)， (2.2.19) 
且 BB, 的 线 测 度 不 超过 2. 
证 明 设 7 是 使 得 {2.2.19) 涉 不 成 立 的 7 和 值 的 下 确 界 ， 若 
7 一 oo 则 表明 (2,2.19) 式 对 所 有 > 之 ro 都 成 立 ， 今 设 r, < co 
并 令 
71 号 7 十 TT 


sD 7 9 


由 于 7(r) 是 连续 的 , 故 有 T(r5 一 T( ”十 7 世 了 ) > 27(Cr0。 
其 次 , 令 六 是 * 之 中 使 (2.2.19) 不 成 立 的 * 值 的 下 确 界 ， 并 念 


， 1 
2 3 ry 
一 般 地 ， 设 +， 是 7 之 rs 中 使 (2.2.19) 式 不 成 立 的 + 值 的 下 确 
界 , 则 令 
\ WY 
如 果 上 面 的 手续 经 有 限 立 次 以 后 即 中 止 ， 则 知 使 (2.2.19) 不 
成 立 的 > 值 集 EoC LU Lr,, r+:]; 如 果 上 亩 的 过 程 无 限 止 的 进行 


则 只 要 指出 timr。 一 0, 便 有 

zc [resrol. 
现在 证 明 对 后 一 种 情形 有 limre 一 00. 事实 上 ， 如 果 不 然 ， 则 
limr,—r < Oo。 由 于 re 过 a < rati(7#=1, 2,- ”hs 琶 Jimyn 一 
7。 因此 ,tm (rs 一 ?+4) 一 了。 此 外 ,由 于 lr) 是 单调 增 的 ， 故 对 


1 1 
Tr) “TC(F) 0 


更 
划 


这 便 导出 矛盾 ， 因 此 , EoC LU | Lyn 即 E。 的 线 测度 所 
nn 二 1 $=) 
(7 一 1,)， 由 了 (+) 的 连续 性 ， 


Trop) TC) = (rm 十 元 二) > 27(7r。) 
Cr 27 
因此 
SY pe 
之 《rn ry) 一 D3 二 入 Fat 2。 


» 08 ”" 


定理 2.12 设 wtz) 是 C 上 的 亚 纯 副 数 ，8S(Cr ,zz) 是 定理 
?2.1 中式 《2.2.12) 确定 的 余 项 , 则 当 w(xz) 为 有 穷 级 时 , 对 所 有 
值 满足 

S(r, w) =— O(logr); 
当 zfs) 为 无 穷 级 时 ， 
Sryw) 一 Dilog(CrT(r， w))}, 

可 能 须 除 去 一 个 测度 为 有 穷 的 > 利 集 瑟 。 , 

证 明 ”我 们 首先 应 用 定理 2.11 的 推论 1° 于 m (7, 此), 并 取 


R > ro> T(ro, tw ) > l, 于 是 ， 由 引 理 2.3 使 


1 
二 一 一 一 ， 
FTO) 


m(7, 尼 | 2logT(r,w) + 3log(1l+rT(r,w)) 
ww 


+ 0O(1) = Ol{lg(rT(r,w))}. 

又 注意 到 T(r, ww 一) 二 T(r, 风 ) 十 O(), 类 似 地 ， 当 rEE6U 
[0, ro] 时 ， 

m{r, wv» ) ~ O{log(rT(r, w))}. 

wo— a; 

终 上 各 式 即 有 

S(r, 1w) = Of{log(rT(r, w))}, rEE, 
共 中 EE 一 EoU[0, ro]. 

当 w(z) 为 有 穷 级 时 ,直接 由 定理 2.11 的 推论 3° 僵 得 


mt{r, 仑 ) 一 O(logr)} 和 和 m (7, es = O(logr), 
于 是 有 


Sr, ww) = O(logr). 
根据 上 面 的 讨论 ,第 二 基本 定 埋 可 叙述 为 以 下 的 形状 ， 
定理 2.10 w(x) 如 定理 2.10 所 设 , 又 令 zi(《* 二 1, 2,…,p) 
是 六 守 3) 个 判别 的 复数 (有 穷 或 否 ), 则 
p 、 
(PF i)Ttr, ww) < DN(,, 1 ) 
k=1 


Ls 


" bP " 


— Nr,w) + S{r,w), (2.2.20) 
其 中 5(r , w) 具有 定理 2.12 中 的 性 质 . | 
证 明 ”分 黄种 情形 讨论 之 : 如 果 zi EQ, 则 由 于 N(r, w) 专 
T(r, wv); 由 (2.2.11) 式 寻 导出 
Cp— DT 0) < DN(r, i) 
友 二 主 


Ld 


— Nt{r, w) tt Sr, w), 
其 中 
2 p ww” 
S(r,y WwW)™ mn (7, 和 ) 十 之 m (7, es 2) + 0O(1). 
如 果 某 个 or 为 无 穷 ， 比如 4p 一 8， 在 《2.2.11) 式 中 以 pz 十 1 代 
Ps 则 有 
CG DT 0 < DN(, t+) 
k=1 


tw ak 


+ Nr, w)— Nilr, w) + Str, w), 
其 中 , 
S(r,w)=—=m (r， <) 


十 >》) m(r, -) 十 0(1), 


x=1 wat 


应 用 定理 2.12 于 余 项 S(7 , w) 即 得 所 求 。 


2.2.9.. 气量 、 志 值 与 重信 


第 二 基本 定理 表明 ， 不 变 和 m(r, 4) 十 N(r, a) 中 ， 一 般 屯 
NGr ay) 大 于 mr，2). 为 了 度量 异 于 正常 值 的 偏差 ， Nevaniinna 
引信 亏 量 ` 亏 值 的 概念 :并 得 到 重要 的 亏 量 关 系 ， 


首先 我们 令 夭 ra) 一 5(r， 一 二 一) 表示 |s|<r 内 wx) 
的 判 电 = 值 点 个 数 。 继 令 
N(r,4) C= R(r， 一 一 ) 


ww— a 


22 -一 本 


sa TO 。 


_ z(t, 9) — 7(0, 0) jg, + a(0,a) logs. 


z 
定义 2.5 ”我们 称 


i N(r, 4) a) 
HS(0) = 6t{a, w)=1 Bm oy T(r mw) 


是 wt{z) 关于 a 的 却 量 。 若 58(z) >.0, 则 称 a 是 一 专人 和 值 。 又 称 
3(4) 一 3f(e: 儿 ) 一 1m N(r, 4) — N{r, a) 


二 二 T(r, w) 
为 o 的 分 支 指标 和 
二 ne N(r, a) a) 
四 (sg) — O(n,w)=1 Hm Tr ww) 
为 4 的 分 支 量 。 
由 定义 可 知 , 对 于 8 之 0, 当 + 守 ro 时 ， 


Nr, N(r, oj <1 一 5(z) 十 e， 
T(r,w) 
N(r,.0) _ N(r, 4) _ 
A 


由 此 便 得 


2 1—16(a) + 8(a)] + 2e, 


从 证 有 ~ 
@fea) 8(4) + 3(a), 
此 外 ,由 引进 的 记号 六 (ra)。 (2.2.20) 式 可 写 为 


DT w) DNs + srs wy. (22217 
事实 上 , 若 m 是 w( 有 ) 。 (ae C) 的 = 重要 点 ， 则 它 是 

ww 和 ) 一 (wl) 一 a) 的 + 一 1 重 雪 点 .因此 ,n ( >。 十) 包含 1z1< 
; 内 所 有 重 < 值 点 的 个 数 ， 其 中 a€ C, 且 每 个 + 重 = 值 点 被 计算 
r 一 1 次 。 因此 ， 当 mweC 时 ， BIN(Gr,a) 一 N (", 3) 
< 也 页 (ro .此 外 ,如 果品 是 wo(a) 的 + 重 极点 , 则 它 是 we) 


* TI] »* 


的 t+ 十 1 重 极 点 、 因此 wr,w) 一 nfr,w) 十 #2(r,w). 从 而 
无 论 {a4} 有 穷 与 否 ,都 有 
加 
(p— TO,w) < > Nl, eat) 


者 一 1 


N(r， 工 ) + NG, w') — 2N(r, w) 
w 


ES 


n=+ 


定理 2.13 设 w(s) 是 C 上 非常 数 亚 纯 函 数 ， 则 至 多 有 可 数 
多 个 at 公使 得 @(a) > 0, 并 且 
2 B(a) 和 2. (22.22) 


otC 


证 明 首先 应 用 (2.2.21) 式 于 wlz) 和 {41}(* 一 1, 2， 
7), 于 是 有 


> (=- Nes, 过 二 2 + Sw) 


Ral T(r,w) T(r, wy)” 
进而 可 得 
2 N(r ,ax) a 和 N(r, at) 
3 Ct he 
2 + lm Sw) 2 + lim Sr 0) 2, 
ro T(r,w) ri T(r,w) 


"EB 
上 式 表明 ,使 得 8@(a) 之 的 4 至 多 有 ?2 个。 因此 ,集合 


六 


4 一 ae 人 , 工 生 8(a) < } 


名 p—1l 
至 多 有 22 个 元 素 , 于 是 
A={a€ ,8(e)>0)=— |) 4 


至 多 有 可 数 多 个 元 素 ， 并 且 对 4 中 任意 # 个 都 有 > 8(a4) 所 2， 
因此 (2.2.22) 式 成 立 ， 


» 7T2 * 


推论 ”至 多 有 可 数 多 个 ak 他 ,使 得 5(a) > 0, 并 且 
> (4a) 2, 


tC 
上 式 称 为 Nevanlinna 亏 量 关系 ， 

亏 量 角 念 考 开 了 下 纯 泡 数 不 同 值 点 的 分 布 密度 的 更 精细 的 差 
异 , 这 点 超越 了 早先 Picard，Borel 的 结果 .但 亏 量 关 系 与 Picard- 
Borel 定理 仍然 有 着 本 质 的 联系 ,这 就 是 Picard-Borel 定理 中 例外 
值 个 数 的 上 界 2 恰 是 总 亏 量 的 上 界 。 

定理 2.14 设 ws) 是 C 上 的 亚 统 诅 数 ,ste CLR 一 1 
2,.…,p)、 若 w(z) 一 a4 的 每 个 堆 点 的 重 级 实 rh, 则 


Us 
证 明 由 第 一 基本 定理 
Tm Se， 4) 2 Hm N(r, a) < i 


ro Tr,w) re (lt+ oll))N(r, a) 


六 0- 区 < 站 (一 束 泡 < 


k=1 r= T(r, w) 
特 曾 地 ,如 果 Tk 之 2, 则 称 44 为 完全 重 值 ， 由 定理 2.14 可 知 ， 
至 多 有 4 个 完全 重 值 。 


2.2,10。 亚 纯 函 数 的 唯一 性 定理 


设 %(s) 是 & 上 亚 纯 函数 , 令 也 (gz) 一 {zeCwfs) 一 4， 
且 = 重 值 点 算 r 个 。 又 令 巨 (e, ww) 表示 w(x) 的 判别 的 。 值 点 
集 。 若 w(z) 为 有 理 通 数 , 则 知 w(x) 由 3 个 征 点 集 El(aj, ww)(i 二 
1, 2, 3) 唯一 地 确定 。 另外 ， 由 于 存在 两 个 判别 的 超越 亚 纯 图 数 
wlz) 一 0? 和 watz) 一 ce, 它们 具有 4 个 公共 的 值 点 集 , 即 E(0， 
Ww) = E{(0,w0) = HB,E(O,W) = E(w) = $8, E(l, wi)= 
E(l, wi) = 12kri, R= 0 +1l,.…} 和 E(—l1,w) = E(—l, 
zt 一 (2 让 十 1)xi, 对 一 0, 土 1 ,.………}。KR，Nevanlinna 证 明了 隐 
下 的 唯一 性 定理 。 


@ 7 了 


定理 2.15 (5 值 定理 ) 设 wi(z) 和 ws(z) 为 也 个 亚 纯 函数 ， 
车 Ela,, wi) Es Ela;, tw), ?一 1， 2 Wit 5, 则 必 有 ti(z) 至 wy 
《 安 )、 


Nlr, -一 六 (二 ha 1,2,..-.,5, 
F ; 


应 用 第 二 基本 定理 于 wrtl%) 和 a;}( = 1,2;31 = 1,2,.: .5 , 则 
3T{(7, zt] < 忆 3 Ni(r) + S(r ,w:), 
其 中 SCrs wb 一 af 约 ) 二 2 mm(r， -给 一 ) + OL1)， 和 如果 
了 Wh 
wilz) 为 有 理疗 数 ， 妇 wi(z) 一 PCz)/ Br(z) ,Pilz) 和 Bfs) 是 


内! 一 > 品 wilw) 。 PACS) 一 Qa 0 
多 项 式 ， 则 易 知 当 ls1 一 co 时 ， ee : 


因此 , 当 * -> oo 时 ， 

mr， 4) ~ of1), 

。 Wk 
. 样 有 
Ww 
人 
若 wk(s) 为 超越 亚 纯 函 数 ,由 定理 2.12 有 
m( -一 2 一 ) ~ Of log (rT(r, 7 
wa 

可 能 要 只 去 一 个 总 长 为 有 窃 的 例外 区 间 序 列 。 因此 , 无 论 如 何者 
有 


T(r;, wk) < 语 > Nlr) + olT(r, wi)}, 
Fm 
i , 
Tr, wi) (+oll Ni(r)。 
C7» wn) G “Dj Dw) 
由 此 导出 


。74 。 


(rt t+ Tr, wi) <(2 十 o(D) 立 Aifr)。 


了 2 
> Air) 安 N{r， 


yy 
i=l1 1™ Ww 


Tr ww) TF T(r,tw) + 0O(1). 
结合 上 述 两 式 便 得 
To) + Ts) < (Eto NT 0) + Tr sw)). 


这 就 导出 矛盾 ,因此 定理 得 证 . 

及 ，Nevanlinna 在 [1] 中 还 让 明了 

定理 2.16 (4 值 定理 ) 设 w(z) 和 w,(z) 是 C 上 两 个 亚 纯 
函数 ,如 果 Elaj, wi) 一 (a;s ea) 人 fi 一 1， 2 4)， 则 当 réE 
时 有 


,T(r, wi) 
lo lim <2 1) 1 
ro 了 (7 wa) 


今 若 wi(z) 关 wi(z), 则 (有 


， NB(, 
% WE A 
2° Tim - 了 2， 有 过 | 
Pe Tlr, we) ”> 
3? 对 任意 a 天 六 * 有 
NR (7, ) 
Hi 1 
nD 一 一 
PT T(r, wi) 


其 中 是 强 测 度 为 有 穷 的 + 值 集 ， 
证 明 类似 于 定理 2.15 的 证 明 可 得 


2T(7, Wa) S(t 0o(1)) > Ni(r): 大 一 1 2 
jml 
bp NA(r) T(r, wm) + Tr, wa) + 0O(1). 


结合 上 两 式 便 得 


* 7T5 9 


T(r, ww) (1 +t oll))T(r, w,) 
和 
Tr, wm) S(t oll)T(r, wi), 
由 此 即 得 1°。 
其 次 ,由 结论 1? 可 得 
27(r wi) S(T 0(1)) > N(r) 
(1 + oll))(T(r ,wi) + rs, w2)) 
一 (2 十 oC1))T(r, wx)s 友 一 1, 2. 
由 此 则 得 2° 
今 若 a 关 4;, 应 用 第 二 基本 定理 于 wkkz) 和 {a;} Ut{a} 得 


3(1 + oll)T(r, wa) < 2D) Nilr) 


+ (, - ) <201 + oD) 


Wh & 


“TC, wb + (rs | 


wi a 


于 是 


T(r wb < (1+ oDN(, —H—). 
Wk 4 
由 此 即 得 3°. 


$2.3 代数 体 函 数 的 特征 函数 与 第 一 基本 定理 


设 w(z) 为 值 代数 体 阴 数 。 若 在 zo 点 w(z) 有 1 个 分 支取 
a( 天 00) 为 值 , 且 在 am 点 邻 域 有 表示 式 


wt{s) ee 二 be Pe zo 二 britil2 ee Se 十 .- 
仿 E，Ulkichm 一 文 引 人 记号 
0 


n{r, a)—n (+,— 
和 


上 式 求 和 是 对 位 于 |x*| < 内 w(z) 一 4 之 零点 而 作 ， 且 z 重 零 
点 计算 z 次 。 若 在 z 一 z 点 有 ， 个 分 支取 名 为 值 , 且 有 上 闫 式 


mw 76 。 


ed | 


Wa) = bss — 0) Tt bn(s — 0) +. 
划 以 
nt,00) = nr, ww) 一 Dr 


表示 wz) 的 相应 的 极点 个 数 。 上述 z 一 jo 在 wls) 的 Riemann 
时 面 . 达 上 的 点 为 1 一 1 级 分 支点 。 今 以 #(r) 表示 坎 中 位 
在 1zl| 二 > 上 的 时 曲面 块 , 并 以 
nlr, Ww) 一 2 一 1) 
表示 半 (r) 内 分 支点 的 个 数 ,了 按 其 分 支 级 计算 ， 
类 似 于 亚 纯 函数 Nevanlinna 理论 中 所 用 的 记号 , 引 人 < 值 点 
窗 指 量 和 分 支点 密 指 量 如 下 : 当 4 也 co 时 ， 


a Nb ,ps 
tw a 也 


n(1, a) — n(0, a) dz 


9 £ 


+ Ln(0, a)logr; 
Dp 


当 a 一 co 时， 
N(r,00) 一 NOryo) 一 工 
| w)— nn(0, w) ds 
0 i 
tn(0, w)logs. 
pv 
和 


N(r,aw) 一 土 | n:(0,w) 了 
vy 9 1 


十 1 ,00, w) logr, 
» 


值得 指出 的 是 ,这 里 所 用 鸭 密 指 量 与 Yaliron 引进 者 相同 , 即 


当 gqaECQH 时 ,7 (5 i ad re Ar， 二 二 一 )- 


es 77 


Su (i 2 特别 地 , 当 a 一 0 时 ,N(, 二) 一 二 N(， 


了 于) 当 e 一 oo 时 ,Ntrso) 一 二 N(r 村 )， 当 ”一 1 即 亚 纯 


晴 数 情形 ,得 有 Na(r , w) = 0， 
由 $2.1 可 知 , - 碗 上 w(x) 的 分 支点 在 C 上 的 投影 必 为 判别 
式 (sz) 的 零点 。 现 设 2 是 C 上 连结 这 些 点 的 曲线 , 然则 CNse 
上 w (sg) 分 离 为 ”个 单 值 分 支 v(x)(i 二 1,2,.…,v)。 代 数 体 函 
数 的 平均 中 值 通 数 定义 如 下 ; 当 a€ C 时 ， 
1 亡 1 
"rs Dl, ) 


ww; 一 到 


一 工交 + 人 A, 
» fF 2x 几 [wlre®) 一 4 


当 # 一 oo De 


m(r ,tw ) 一 去 之 m(r, wi;) 


dB; 


ro ee . 1 让 Wg | wr ee)la0. 


1 2 0 
继 令 
T(r, w)} = mr, w) + N(r, w), 
并 称 工 (r , wv) 为 wtz) 的 特征 函数 ， 
应 用 Jensen 公式 立即 导出 第 一 基本 定理 
定理 2.17 设 %(s) 为 (2,1.5) 祖 定 的 + 值 代数 体 水 数 , 则 对 
GE CC 
zafzrya) 十 NOry a)= T(r, w) 
4,0) 


1 | pe - 
+ ne 十 efey 7), (2.3.1) 
其 中 Je(a,7)| 志 Wg|al + log2. 
证 明 出 
0 TY Oa Oh ey PON OR Oo et 1 ¥ 


A,C2) 
+ 78 " 


应 用 Jensen 公式 得 


人 
mr,w—a)— milr, > 
从 


ep 


re 
EE 


1 +1 [2 4 so 
i N{v， 3 }++ log ， 40) 


加 


因此 . 
mr,a)} + Nr,a) = T(r, w)t sla,r)+ 二 tog 4.(0) 


lst0, a) 


> 


其 中 5(a, 7?) 二 mlr, ww 一 4) 一 mtr, w)，. 注意 到 
lBg| wlx) — al < le lw(2)| + léglal + log2 


和 
Wg | wz) & gliw(z) 一 ai 十 tigicl 十 log2， 
便 得 
Is(e,r)| glal + log2。 
这 便 是 所 要 证 明 的 ， 
一 般 地 , 若 az 一 87 关 0, 则 
WwW 二 y 
7 (rs EE 一 T(r，w) + O01). (2.3.2) 


事实 上 , 一 个 一 般 的 分 式 线性 变换 能 表 为 下 列 三 种 特殊 变换 
的 复合 ,好 者 二 aw， 乡 一 记 十 8 和 起 一 二 对 于 .上 述 三 种 情形 
容易 指出 ,T(r, 马 ) 一 了 T(r, w) 十 0(1), 因 此 有 (2.3.2)。 

1929 年 HH，Cartan 中 曾 对 亚 纯 函数 的 特征 函数 得 到 一 个 表 
示 式 ,对 代数 体 函数 有 相应 的 公式 ， 

定理 2.18 设 w(x) 是 (2.1.5) 确定 的 代数 体 当 数 , 则 有 


T(r,w) 一 二 人 Nr, pes se) ee 


1) 落 亚 钝 国 数 人 z) 一 Jz a)14《z) 在 5 二 0 点 锅 域 展 式 为 藉 z) 一 czz 二 cet， 
“十 5cz 拓 05 则 此 时 代 的 059)1 4(0) 为 cr。 


平 之 > lig| w(0)|. (2.3.3) 
证 明 在 
ds) — Als) (er — mlz)) 
“(er wls)).* {er — wl)) 
中 对 从 1 到 23z 积 分 上 式 , 应 用 (2.2.9) 便 得 
1 


| log lg(zs cc)lda 


| 3 elt)l,  (2.3.4) 

令 z = 二 +o， 上 式 对 8 积分 并 交换 积分 次 序 , 邢 Jensen 公式 使 有 
1 人 1 2 

N{， | da 


or ALO) TT (ce 一 wi(0)) ao 


Nl, Tog ALDI + BD mbes wp， 
由 此 即 得 (2.3.3)。 
推论 1 T(r, w) 是 logy 的 凸 增 函数 。 
事实 上 ,由 (2.3.3) 对 > 求 导 数 得 


y dTt{r,w) 2 dT{r, tw) 
dr dlogr 


由 于 wn(+, e"*) 是 的 非 负 增 函 数 , 因 此 上 式 右 端 亦 然 。 这 就 表明 
T(r , w) 是 togr 的 吓 增 函数 。 
推论 2” 
1 


2 
二 | m(r, er)adc < log2, (2,3,.5) 
Zz 1 


事实 上 ,应 用 第 一 具 本 定理 


BO » 


T(r, w) 一 mt{r, e') + N(r, ct) 
1 |#(0, cei) TO 
士 ; log | 二 (0 pe 2 ) y 


其 中 |s(e*，7z)| 志 log2。 应 用 (2.2.9) 于 oe | A,.(0) | 


工 (er—w(0)) 


j=t 


log 得 


1 


2 


T(r, w) 一 汪 m(r, er*)de 十 
2x 1 


。 全 rc)ae 十 1y lg | ze 并 0)1 


j=l 


22 
十 法 | BE{le”,r)adc= T(r, w) 
2x Ja 


1 2 , 1 2 
十 一 | mt{r, ce)do 十 一 | sl(e, 7 )do, 
2 2 0 


TJ 


由 此 便 得 (2.3.5)。 

G， Valiron 中 曾 引 人 下 面 的 特征 ,在 某 些 应 用 外 相当 方便 , 现 
导出 如 下 ; 对 xz€C, 令 A(zg) 一 Max{ | A;(z)|}, 继 令 

ar A) = -+ | log A(r cze)d6， 
2xmy J 

定理 2.19 设 w(s) 为 (2.1.5) 确定 的 v 值 代数 体 遂 数 , 则 有 
TOC, w)}— plr, A)+ ~ log 14(0)1| 委 log2, {2.3.6) 
证 明 一 方面 


于 人 log|w(z，c)|da 


a 网 
一 上 | log | A,(s)e™ 十 A(z) ed 
2x J! 


二 -+ Alz) da log (二 14,(2)1) 
< log A(2) 十 log( 十 1), 
再 令 3 一 reie, 上 式 对 日 求 积分 并 应 用 等 式 (2,3,3) 得 


" B81 。 


T(r, w) 六 log | 4,C0)! 


Cpr, A) 十 3 log (1 + »), 


T(r, ww) ar, A) 二 二 tog | A, 0)| < log2。 (2,3.7) 


此 外, 由 代数 方程 的 根 和 系数 的 关系 有 


Likzy ,HA( 1) A 
A ~ Dw Cw) 


其 中 (a, 0 "3 pi) 是 (1, 2 …,y) 中 到 te i 个 数 的 组 合 ，、 


(一 1)" 取 1 或 一 1 视 置换 (1 ”，，”” ) 是 候 置 换 或 奇 置换 而 


定 。 现 对 每 一 #2€ C， 令 wa wp- = maxt | we (2).** 


2p 


wp- 《xz } ,于 是 
log [ Aja)! < log |4(Cz)1 + log | wa C2) tg, Ca) 


十 logc < iog|A,(z)| + 2 gl wils)| 十 ztog2。 
上 式 右 端 与 j 无 关 , 故 对 任意 的 z& C， 

log 4(a) < log | 4,2)| 十 六 11wi(s)| 十 >log 2。 
念 z 一 +e 并 对 8 求 积 分 ,应 用 Jensen 公式 得 

u(r,A4) ET, w) 士 二 log | AsCO)| + iog2。 (2.3.8) 

结合 (2.3.7) 和 (2.3.8) 即 得 (2.3.6)。 

在 $2.2 节 我 们 曾 对 亚 纯 函 数 引 人 球面 特征 画 数 ,这 里 对 代数 
体 函数 可 以 引入 相应 的 特征 。 由 于 代数 体 函 数 w(z) 是 Riemana 
曲面 . 达 上 的 单 值 亚 纯 画 数 ，w(8) 是 实现 - 确 到 C 上 的 共 形 映 


照 。 像 亚 纯 函数 一 样 , 令 U(w) 一 log (1 十 1w1”), 继 令 V(Z)== 
U(w (2) ) = log{l [|w(z)[1), J 和 a AsV(E) = lw (3) A 


+ 82 * 


人 41 人 (全 当 。 是 zw 过 点 时 ， 
U(w) EE 由 定义 当 ai 是 wlz) 的 振 点 时 ,有 


Vla;) 一 0， 若 5 是 w(s) 之 极点 ,并 在 Bx 点 邻 域 w(2z) 有 表示 式 
we) = (so— be) My), Bb) 天 0,0, (2.3.9) 
于 是 在 5 点 邻 域 


V(z) 一 274 log 1 
4 


1z 一 brl 

盐 中 Ta 在 名 点 连续 可 微 。 今 设 路 是 如 在 . 达 上 的 点 ,又 以 
Ds(2B4) 表示 . 碗 上 以 中 为 心 的 入 叶 小 圆 盘 ， 它 在 C 上 的 投影 为 
As(5b4) 一 {zs, 1z 一 64| 二 5}。 继 令 (7) 一 (rjN\U Ds(B4)， 
T(r) 一 0X(r) 一 {0X(r)}U{U68Ds(54)}。 应 用 Green 公式 有 

DV 


十 V (2) ? 


|, AV (Fd 一 1， ds 

Yi) Tor} On 

在 | OV 2 Vy (2.3.10) 
Tr} On BD5(bk) Or 


下 面 分 别 计算 .上 式 各 项 。 首 先 ,由 (2.3.9) 有 


下 
Ww (2) = (zs— ba) WM wr*(a), we(br) A 0, co。 


于 是 
wa) Ne 和 Wg 起 
i 
从 而 
人 few 
(1 十 |zef 人 | 


Dobey 
27h8 


<x| 
站 


因此 , 当 5 ->0 时 ,{2.3.10) 左 端 趋 于 
+ |f le 


T+ lw (Sy 


a 
上 pA MVR pd pal Ol 8at), 


a ”lw(x) Dao, 
了 一 1 地 《1 十 [wiCs) 1 
其 次 ， 


| 8y dr=f 和 b> I log{l + ooifs)|2)d6: 


ror) On rr fa de 
再 由 Vlz) 在 4 点 的 性 质 


| OF jm da + O08), 
PC On 


因此 当 8 一 0 时 ， 
人 ds 一 — drmn(r, tw), 
6Detba) 站 从 
综 上 诸 式 并 对 ? 求 积分 便 得 
1 | tea w) drt 
2 jo £ 


一 二 六 | bs VIF)T de 


2xy j=1" 


一 立 > log VI + [wi(0)l? tN(r,w), 


其 中 
一 工人 two 
A(r, w) 元 J 十 1zk2)1? 
a v f [ ejtre®) radrad 
x dr (1+ wre's)ly 
并 称 
他 (Cr 4) 一 十 | Alt, ww) dt 
Vv 用 了 
为 代数 体 函 数 的 球面 特征 函数 . 


像 亚 纯 沽 数 情形 一 样 , 我 们 容易 得 

1? A(r,w) 有 如 下 的 斤 何 注 义 : 车 琴 ,表示 mr 人 (2 将 Rie- 
mann 曲面 块 X(* ) 映 于 扩充 的 复 平面 G。 中 的 像 域 ，P, 是 多, 通 
过 测 地 投影 足 丁 Neumann 球面 的 曲面 块 ， 则 4A(r, w) 表示 了 
的 球面 面 称 除 以 总 面积 x, 其 中 曲面 面积 按 映照 的 重 数 计算 ， 

2 他 (r ,ww) 是 logyr 的 凸 增 函 数 。 

35 全 (4, w) 和 Nevanlinna 特征 函数 Try 经) 仅 相 差 一 有 


4 ， 


淹 姐 。 站 接 计 算 可 得 到 
{fr ,0) — Tr sw) SS log2 
二 二 2 os VI leo T. 
49 他 (+, ww) 对 旋转 群 G1 不 变 , 即 车 S(w) 二 -co 了 一 人 
a lt+teaw 
G1 ,MH 全 (r ww) 一 全 (， S(w)), . 
5 设 eeC, 并 令 . 


eo 人 log 


1 
-1 .46 
2xy ;1 Rt{awvCz) ,a} 
Dm i ,ay 
则 有 | 
m+, 0) 十 NG, 4a) = Fr, w), 


$ 2.4 ”代数 体 函 数 的 增长 级 


定义 26 设 w(z) 为 代数 体 泗 数 , 刚 
i LE TO) lim logT(rso) 
了 -> 四 logr 和 logr 
分 别称 为 w(x) 的 级 和 下 级 。 若 0 < e< %, 则 
oo~= Hm Tr,w) ， 


Fr -四 re 


称 为 型 。 ee 
由 于 g(r, 4) 和 了 (xr, zw) 与 T(r, w) 仅 相 差 一 个 有 界 量 ， 
因此 定义 2.6 中 能 代 TCr,w) 以 plr, 4) 或 (7, w). 
定理 2.20 设 w(w) 为 (2.1.5) 确定 的 代数 体 函数 ， 其 级 为 
Pp。 又 令 p; 是 (2.1.5) 中 系数 4;(z) 的 级 , 则 必 有 - 
Pi 安 P < max{pi} 一 后 
证 明 首先 由 w(y*，21) 的 定义 有 


pplr, A) < Dy mlr, Ai) + log ly + 1). 


了 一】 


车 5 一 oo, 则 马 然 有 < 委 6。 因此 , 不妨 设 5 之 8%。 于 是 对 给 定 
的 8 之 0, 当 Yr 守 ?1; 革 ， 

m(r, A) rrite, 
办 此, 当 + 之? 时， 


Dy mr,A) + logly TF 1) < rt, 


由 此 得 p 记 5 十 6。 再 令 5 一 0, 便 有 p 声 bp 
其 次 , 令 Ain(z) 一 max{| 和 4;(z) | ,144Cz)|}, 则 知 


2 
vulr, A) 之 plr, AR) 一 > | log 4ik(rei)dB 
2x Ja 


si 1 人 dg - |Ai(re! 2 人 | log | 44(zre)1d8 


2 | Axlr es) 
4 1 
~ "(4) + le, 站 ) + tos 1 AC0))| 
闻 Tr ,fn) 十 log 14:C0)1, (2.4.1) 


其 中 fixCz) 一 4;(z)j44(z)。 由 此 得 ee 的 级 ex 所 py， 但 知 
f(x) 的 级 pk 一 max{p;， pt}, 因此 pj 志 ok 和 p。 

推论 ” 设 w(x) 为 代数 休 函 数 , 若 

m 了 Cr: 刀 )》 Ww) (2.4.2) 
ur logr 

则 ww (2) 为 一 代数 亚 数 . 

事实 上 ， 由 (2.4.1) 可 得 ， 对 所 有 40 所 1, 万 全 vv， 亚 纯 通 数 
hs 《z) 满足 


log > 
:根据 亚 纯 函 数 的 竹 质 ， 所 有 fi4Cx) 为 有 理沙 数 。 又 因为 4of(z)， 
A(z)，…*，。4A,(z) 不 能 具有 非常 数 的 公 因 子 。 因此 必须 所 有 
4(z){f 一 0, 1 >) 为 多 项 式 。 于 是 wtx) 退化 为 一 代数 函 
数 。 
反之 ， 若 w(x) 为 一 代数 函数 ， 则 从 Valiron 特征 立即 得 到 
(2.4.2) 成 立 。 


4 BE »* 


了 让 着 玫 


' $2.5 ”对 数 导数 基本 引 理 


对 数 导 数 平 均值 的 基本 引 理 在 亚 纯 函 数 Nevanlinna 理论 及 
其 在 常 微 分 方程 的 应 用 中 起 车 十 分 重要 的 作用 。 在 亚 纯 函 数 的 情 
形 是 应 用 Poisson-Jensen 公式 求 得 的 . 但 对 代数 体 函 数 不 能 简单 
的 祝 用 这 哈 方 法 ，G- Valiron 中 于 1929 年 首先 对 代数 体 函 数 对 
数 导 数 基 本 引 理 给 出 证 明 , 其 主要 步 又 是 先 对 于 不 存在 w(z) 的 极 
点 ,零点 和 分 支点 的 区 域 求 得 | log 1wi(a||1( 一 1 2……>) 的 上 
界 ， 然 后 应 用 Hadamard-Borel-Carathéodory 关于 全 纯 函 数 的 实 部 
界 围 函 数 侦 的 定理 得 到 | log wikzI10 一 1, 2 ,>)》 的 上 界 ， 
再 应 用 Cauchy 积分 公式 对 | wi(lz)/wi《z)1 作出 估计 ,最 后 由 特 
征 消 数 T(r , w) 的 增长 性 完成 命题 的 证 明 。 下 面 将 给 出 代数 体 
函数 对 数 导数 基本 引 理 的 证 阴 。 为 此 先 证 明 下 述 引 至 

引 理 2.4 设 z(z) 是 由 (2.1.5) 确定 的 v 值 代数 体 济 数 ， 则 


有 
Nory ww) E22 — DT wo) 十 OU， (2.5.1) 
证 明 首先 我 人 有 
1 
好 xf <a(r， rd (2,5,2) 


其 中 J) 一 [4,C29)] 了 和 [oz 一 wx 于 是 判别 式 . 


[DS 


事实 上 , 若 m 点 有 4 个 w(z) 的 分 支取 se C 为 售 ， 则 在 J(x) 中 
有 二 (2 一 1) 项 包含 有 因子 《# 一 ap 即 /(z) 以 为 零点 ， 


其 重 级 至 少 是 广 4(4 一 1)" 生 =r0 一 由 >4 一 1 换言之 ， 


w(s) 的 1 一 1 级 分 痰 点 至 少 是 J(t) 的 2 一 1 级 零点 ， 因 此 ， 
(2.5.2) 成 立 。 
其 次 ,由 Jensen 公式 
1 _1 2x 兴 
(et) 二 | sg Gro) ld0 


1 一 2 一 号 
eS 


上 iog | A,lre’)|a0 


2 
+ 土 | tog 
2 和 Jo 


le 


11 Ewilre ®t)— walre®)Y 户 


1 
=< i 
十 2 一 TV (r ) 


1 
log TO 


+2C—1) bp 1 下 lég| zi(rea)148 
1=1 2x 1 
m= 2 oi)T(r,w) + om, 
其 中 四 一 2ft> 一 1)log14A,(0)| 十 log 二 vt 一 1)log2， 


1 区 07)| 
再 由 定义 
Ne(r ,ww) <iN(;, 2) < 202 一 DTCr,w) 十 Ca。 
也 J 


值得 注 阁 的 是 ,由 于 代数 体 函 数 的 多 值 性 ,函数 导数 的 级 点 不 
仅 由 函数 本 身 的 极点 所 产生 ,还 由 茶 些 分 支点 所 产生 ,这 与 亚 纯 函 
数 有 极 大 的 差别 。 下 面 我 人 给 出 代数 体 函 数 不 次 导数 的 极点 的 估 
计 ， 它 在 代数 体 函 数理 论 及 其 在 常 微分 方程 的 应 用 中 常 被 用 来 得 
到 更 为 精确 的 结果 (参看 何 育 赞 121). 

引 理 2.5 设 w(z) 是 > 值 代 数 体 函数 , 则 有 

Nr ,tw) + RN(r ,1w) SE NG? ,wt rz) 
+ Nr ,sw) T+ (2 — DN(r,sw) +t OC(1). (2.5.3) 

证 明 当 w(s) 在 * 点 取 有 穷 值 时 ,根据 (2.1.7), wt* (和) 在 

su 点 邻 域 有 站 示 式 


wiz) 一 (> 一 RN 只 (20) FE 0,00, 
由 比 可 知 , 当 太一 7 之 0 时 ，z 点 是 wo 的 太一 r 重 极点 ， 
当 za 是 wlz) 的 极点 时 ,由 (2.1.8) 


十 让 


ip( 昌 (sz) 一 《2 一 20) 1 BE) wr) A 0,00, 
因此 


* 88 


nr, wi) = D) (r+ kt)+ DAL r+, 


DIE] WwW 天 攻 


其 中 ( 息 一 7)+ 一 max{9, 和 刀 一 Tt},. 卉 于 当 4 之 1 讨 ， 
利 一 二 和 一 1 安 (2 一 1 人 一 1)， 
又 注意 到 工 委 下 委 2 一 1 使 得 
nlr, wt) Dy (r++) 二 区 > (一 划 


+ QA—1) D(a(r, w) 
we 
+ nCr, w) 十 《2 一 lnrlr, w), (2.5.4) 


由 此 立即 得 到 (2.5.3) 在 端的 不 等 式 ， 此 外 ， 
nr , w'*) 次 2 (Tt +R) = ntr,w) + frr,w), 


出 此 便 得 (2.5.3) 左边 的 不 等 式 ， 
结合 引 理 2.4 和 引 理 2.5, 我 们 有 下 面 的 推论 。 
推论 ”w(x) 如 引 理 2.5 所 设 , 则 
Nr, wi) Nr, w) + AN(r, w) 
士 202 一 1 一 1)7TCrymw) 二 DOfI)。 (2.5.5) 
定理 2.21 设 wlw) 是 (2.1.5) 确定 的 v 值 代数 体 芳 数 , 则 对 
0<r<x4<oco 有 
ww a 
1 (, 人 < tOlsg T(r, tw) 


fr 


十 1218g ks 填 ， (2.5.6) 
[a 


tf 

其 中 o 是 充 与 4;(2)(0 一 0 1,.…,v) 于 原点 的 性 质 以 及 + 有 关 
的 量 , 

证 明 令 f3)=A(2)/ A452) 一 0 一 1 对 .zl 一 

有 了 以 下 的 Poisson-Jensen 公式 ， 

1 


iog ,1(3)1 一 一 
xT 


(tog cei 


fi 


。 2 ER 
如一 27tcosfge 一 中 ) 十 作 


+ 89 1 


wil < Se — 6 页 
cs ! 12 一 aa 
sopl <r sls 于 ax) 


其 中 iax} 和 {2,} 分 别 是 xz) 的 零点 和 极点 。 注意 到 1z| 一 过 


8 一 Gi 


1 时 , | 志 二 的 ”> 由 上 式 即 得 
i(z — ax) | 
Belf(o)| 7 ET) + Yiog - 


Whi 本 一 Tr 


ee 
tsg1f(2) | 一 4 T(r 十 如 


+ ntr +t #1)!log 
根据 密 指 量 的 定义 ， 


La(r + hf) — at0,f) llog < 5 


之 人 ”se， 太一 二 0 用 dp 


p 


a 
而 . 


< NUr + 24,1) — a(0, 1) 1og(r + 24), 
或 改写 为 
or + hf) < [NG + 28, 1) + nl0, f) 


A 


A i: 7 十 28 A(2+ 十 下) 
注意 到 当 元 足 够 | 了 时，log re ,出 此 
ipa de 


。 [Ne 十 34， 有 + a(0,f)1ég 一 ， 


3 
[re 十 24,f) 十 “0, {1 + log 1)]. 
现 设 4,(z) 在 圆 环 一 fs 0 < 一 24<< zl < 十 2 让 内 天 


乍 点 ， 从 而 f(z) 在 天 内 无 航 点。 换言之， 当 1xl 一 时 ，lz 一 
b;| > 24。 因此 , 当 ls| 一 + 之 4 时 ， 


YA 区 四 
名 ICO1< (FE) [ro +24p+n(oP( + wie i+)]. 
但 由 (2.4.1), T(r, 站 一 T(r, fy) SS velr ,A) + iogl/| 4,(0)|< 
vlog T(r, w)tvlog2. 令 (0, ns 114,) 二 !, 旭 上 式 域 为 
welf2) | < 11() [ro + 24, tw) 


名 if < ( 开 十 二 二 2 og 人) 
和 i: 


十 laog2 十 二 (! + (Sg i)]. 
此 外 , 若 1w(z)| 守 1 fa 
| wifi) 一 机 rl ArCs) wt? 
车 |w;(Cz)| 过 1, 则 上 式 更 成 立 ， 从 而 
tgl wa)| < 11y (5) 


LAkke) 
A,Cx) 


lav 


< viINax | 


| 


。 [rc 十 28 ) -er + colép +], 
了 


其 中 o 一 log2 十 1 十 二 ， 4 一 二 


类 似 池 考虑 8(z) 一 4;(z)/A(x)、 若 在 贺 环 KK 内 无 4,(z2) 
的 霉 点 ,从 而 无 gz) 的 极点 ,应 用 相同 的 证 算得 到 
1 ”YY 
tp ct < llyv (=) 
; tt 十 2 有 8,ww)} 十 证 ca +|; 


上 log 2 十 一 1 二 Le 一 二 7 一?(0， 
其 中 c 一 log | 有 ci 


1 4) Sn(0, 8), 
结合 上 两 式 便 有 , 当 1z1 一 + 时 ， 


log lee < ip( 工 ) 


和 


-re + 25i) 二 co 十 clég tl]. 

现 肥 久 ey 过 ir, 则 当 z€ Ki 一 {2 0 之 7+ 一 2 多 之 1z| 过 
7 十 2 时, 12 一 5;| 之 2, 1z 一 ck| 之 2h, 其 中 5 和 ci 分 别 
是 f(z) 和 4&8(s) 的 极点 。 注意 到 se KK， 时 ,六 7 <r 一 为 < 一 12z| 一 
之 十 2 如 之 27, 从 而 有 | 

llog wise)11 一 ty (全 ) 


= ro 十 2 有) 十 6 十 coldg 二 | 
rl 


2 
< 176y 全) | rc 十 26， tp) 十 cs 十 cilsg +. 
全 -Fr 


今 进一步 设 4,(z)，4,《z) 和 了 Js) 在 较 环 K 内 无 零点 ， 此 时 
w(x) 在 改 内 无 零点 、 极 点 和 分 支点 。 特别 在 与 贺 环 K 相 切 的 区 
Dte) = 人， 一 ?| 过 28}, 1z1 一 ?内 亦 然 。 因 此 ,log w(5) 
在 Ds(zx) 内 全 纯 ， 今 取 log w(t) 的 分 支 , 使 得 当 $ 一 * 时 ， 
|arglog w(x)| 三 x。 应 用 定理 1.3 于 Iog wl5) 和 Ds,(s)， 则 当 
se Ds,(z) 时 有 

| leg zi < 2 [lw;(5)1} 


34( log | tw;Cz)|) + mw} es (5) 


* jzc + 2h, w) + c+ calép 21}, (2.5.7) 
其 中 cz 为 常数 。 应 用 Cauchy 公式 
二 Jog wi($) 
og ws) ~ ( Swat, (2.5.8) 


vs 2 于 


求 导数 局 应 用 (2. ( 便 得 
wla)| 一 1 
ed ti{r + 2#,w) + c+ eldg 上 

(2.5.9) 

于 是 对 .上 述 特殊 的 + 人 大介 


全 ) = 2 gl wr ei0) a0 


< lgTlr + 24, w) + 3lég 2 + 2log 上 了 ec (2.5.10) 
加 


6 为 仅 与 ? 以 及 4,(z), 4olz) 在 原点 性 质 有 关 的 常数 。 
最 后 ,我 们 将 指出 (2.5.10) 对 所 有 > 都 成 立 ， 
现 取 任 两 个 数 r 和 一 全 于 0<< 盖 二 人 < 一 oo， 继 令 p 一 


三 《r 七 7” ), 由 (2-5.4) 可 知 ， 


CE 区) <n(p, 1) + np， w) 


十 n(p, w) 十 (e， 二 )， 
并 记 上 式 右 端 之 和 为 mw。 再 由 Jensen 公式 得 


na(p, w)log — SvT(r", w) 二 iiog C+ llog2, 
pp [a 


(0, 1) log < 2TC",w) 
so p 


十 三 log 土 十 log2 十 log Pa 
9 


了 (e， i) log 2 一 1)7(r oz) 
J P 


1 1 1 
0, 二) : 二 0, 十 ) 2 
zf 人 ， -7 og 二 = (0, 了 og 


2Cv C1)logi4,00)| 士 rr 


® 93 * 


+ 2v(» — 1)log2. 
车 令 * 表示 do(s)。4(oJ 和 7 于 |z| <p 内 愉 点 之 总 类， 则 
由 上 述 各 式 可 得 ”的 如 下 估计 ; 


HT(r”, w} +H 4 + 做 g 荆 
Ea 
< 


log —- 
p 


其 中 百 一 2 十 D， 于 一 21 十 才 二 (0, 寺 ) +: (sy — 1) 


nhl A Ot ig2. 总 之 ,五 


是 仅 与 有 关 的 常数 ，H 是 与 > 以 及 4(2)(7 一 0 1， 9) 于 
原点 的 性 质 有 关 的 常数 . 


了 ”一 r” 一作 


有 一 "使 (2.5.9) 成 立 。 事实 上 ,由 于 在 敬 环 K' 一 |=, ”<1z| 


r ”一 AN E24 
十 二 二 全 | 内 4.(2)，4u(z) 和 Je 的 零点 总 数 小 于 名， 


内 此 必 有 一 个 宽度 为 Pye 的 贺 环 ,在 其 内 不 含 上 述 三 个 浮 


数 的 零点 。 琅 此 圆 环 的 中 心 同 心 贺 半径 为 >， 即 有 某 个 整数 和 合 


C= 一 入 =< 一 人 Wr an x 
于 1 所 率 志 2h 1, 使 得 + 六 十 277 " 电 《 的 进取 ， 


有 又 注意 到 地 > 地 和 +’ rs 


因此 对 这 样 确 定 的 +, 式 (2.5.9) 成 立 , 并 且 【〔2.5. A 成 为 
m(r, 攻 妈 ] BgT(r“ ,wvw) 十 3log - 


站 
“一 = 


十 9log( 轴 十 2) 廿 2 二 十 co 


计 及 Ce 十 +”), 即 有 bg 5 > 二 pp .由 (2.5.11) 便 
得 


iog A, + lgT(r”, tw) 


+ lg + logli+ logH’ + 3!og2, 
了 . - 
天 此 
m (;, 沁 ) 一 l018gT(r”, w) 
2 


十 l2log 一 一 二 3log 工 十 cr 
rr 一 了 + 


最 后 根据 特征 函数 的 增长 性 ， 0 7 时 有 
6， ns) 
一 N(" 各 )<m(r, 名) 
ee) 
WR 
to < ) + 


> 十 2 了 
即 对 任意 的 "过 +" 志 2r 有 


#m 人 ey < 10ltgT(r”, w) 
tw 


+ 12lg -一 -十 38g 工 十 < 十 1 
rf 次 


当 *”>> 2 时 上 式 仍然 成 立 ， 只 须 在 右 端 加 .上 log 2。 因此 ， 令 
六 一 yy 一 !cr 十 1 十 log2 一 oo 即 得 (2.5.6)， 

下 面 的 推论 在 讨论 常 微分 方程 的 代数 体 租 时 常 要 用 证 (参看 
何 育 赞 论文 [2])。 


推论 zw(s) 如 定理 2.21 所 设 , 则 于 0 过 + < :< cs 时 ， 
1 (-: ~ ) < olégT(li, w) 


+ br log — 二 yats 王 + or, 《2.5.12 
一 乡 六 


其 中 ex Br 各 YY: 是 仅 与 及 vv 有关 的 常数 ，ox 是 仅 与 《， ? 及 
Ai(2)(f 一 0,1,."*,v) 于 原点 的 性 质 有 关 的 常数 . 

证 明 从 (2.5.10) 出 发 ,假设 对 于 一 1， 2 :一 1 和 
1z| 一 7 不 式 成 立 


wy 
m (, 人 一 lgT(r 十 28 tw) 
Ww 


十 pbg 革 于 再 二 十 于 多， (2.5.13) 
* r 


其 中 把 ， 和 了 ,为 仅 与 及 s 有 关 的 常数 , 5 是 与 s,»z 以 及 
如 (xs)] 和 4,(x) 于 原点 性 质 有 关 的 常数 , 则 当 * 一 站 时 ，《2.5.13) 
仍然 成 立 ， 事 实 上 ,对 (2.5,8) 求 & 次 导数 得 


(CD Rl log wi(2) 
2 


利用 (2.5.7) 并 令 5 一 zg 十 ce'? 便 得 
|E log sw(6) 1] < 1 og el dp 


3 
< cx (+): 去 入 十 28,1w) T+ cr +t clbg 荆 }. 


{2.5.14) 
另外 ,我 们 有 | 攻 
Llog w(t) ] 一 人 七 PE)， 


于 
ww- 2 


gh 
式 。 于是， 
| |[ log wl) I< 十 Pa(s)!, 


> 是 其 变 元 的 常 系数 多 项 
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由 上 星 纳 假设 和 估计 式 (2.5.14), 并 注意 到 正 对 数 的 性 质 ， 便 得 
1m (r 2 ) < ligT{r + 2h,w) 
+ frlog 十 了 188 本 下 

上 式 只 对 某 些 特殊 的 > 成 立 ， 一 般 地 ,根据 (2.5.4), 并 注意 到 


CK) 
:入 (e， )<"(, 二 ) + n(p, w) 


+ ts(ps w) + (2k — Da (p, es 


又 记 上 式 右 端 和 数 为 m0, 仿照 定理 2.21 的 证 明 即 得 (2.5.12)。 
注 I” 类 似 于 亚 纯 函 数 的 情形 ,应 用 引 理 2.3 便 得 


ns (r， 2) 2 Of log{r T(r, w))}, 


于 无 穷 级 时 可 能 须 除 去 线 疯 度 为 有 穷 的 > 值 集 . 
注 2” 根据 31 理 2,3, 并 注意 到 (2.5.5) 便 得 
T(r, ww ) = mlr, ww) + Nr, za) 


< zl(Cr 比 ) 十 m (rs) +t NG, tw ) + Of{1) 
ww 


E27T(r, w) + Of{log (rT , w))). (2,5.15) 


$2.6 代数 体 函 数 的 第 二 基本 定理 及 其 推广 


本 节 首 先 结 合 Valiron，Ulirich 和 能 庆 来 的 方法 给 出 代数 体 
函数 第 二 基本 定理 的 证 明 ， 然 后 给 出 涉及 所 论 申 数 的 导数 的 第 二 
基本 不 等 式 的 推广 ， 

定理 2.22 设 mw(z) 是 (2.1.5) 所 确定 的 > 值 代数 体 函 数 , 并 
令 ox 二 1,2,.…, 了) 是 了 ?个 判别 复数 (有 穷 或 否 ), 则 有 

(Pp — 2)TCr ,tw) < wl, 1 .) 
《一 ? 


现 -一 2387 


— Ni(r, w) + S(r, w), (2.6.1) 
其 中 Ni(r, ww) 是 重 值 点 密 指 量 , * 重 值 点 计算 7 一 1 次 ,并 且 


. G7 * 


Str,w) ~ m (1, + (ns 


Rl 


ei 
(2,6.2) 
. 当 ap 一 0 吕 时 ,上 式 p 代 以 p 一 1 
证 明 ”上 先 设 akE CR 一 1 2 ， 力 )， wi— wilz) (i=1, 
2, me ?个 分 支 ， 出击 福 守 并 
pp 
1 


了 一] 对 = 1 wi 一 9 


1 人 和 eT wi (2.6.3) 
其 中 > [Ce — ax) (Car 一 ar) (qr 一 ah)-- (ep 一 ck)] s,s 
w (2) 为 如 Ko 之 导数 并 设 它 满足 方程 
plz,w')=B a + Bs) 
(ww')*™! “+ Bo(s)] 一 0。 
念 z 一 rci ;应 用 Jensen i 


p 4 


-+ 广 e| 直 4 


dg 

2m 由 | 王 pts, nr) 

li oo i_A,(%) 
疡 天 | oes) 

可 1 1 
(3 -)- p23 (, vp 
+ plog|4,(0)| 一 3 log | #0, ai)|, 

再 根据 全 等 式 《2.6.3)》 有 . 
p 3 如 
了 一 0 

3 攻 ne | Nr pe 3 一 4K 


一 二 位 | 


98 。 


六 wz) | 
十 二 | 全 | 一 一 全 人 一 | 2 
2 R= LE? 5 ba ax| 


2 
Md | 
3 | | Gant edt 0(1), 


iR= 


现 对 上 式 右 端 各 项 作 进 一 步 的 估计 。 首先 ， 


Ld 1 | ” 
Se 多 站 do 
44 2x 4° en 


d+ DL | tel wi(a) Ian 
| j=1 4 人 4 


十 log :| [| + vm{r, w'), 
令 a 一 Iaxtlex 和 PiCz) 一 (mwiz) — a) (wi(2) 一 ap), 易 
1 
知 


22|F;(z)|, 当 2sE CC (2)| > 2a， 
DS pt itd 
于 是 
Le 1 ff 
二 bei F(a) la0 > pT Wg|w,(z) ld 
— Pltga — 2Plog2, 


因此 
> | Wg| F(z)140 > pym(r, w) 
— pvloga— 2p»v log2. 
综 上 各 式 并 应 用 第 一 基本 定理 便 得 
PTs, w) < TC, w’) 十 bp Ntr， -一 一 ) 


| ww ak 


99 ? 


一 六 (r， 二 ) 二 OUrya]， (2.6.4} 


其 中 0(7, w) 一 避 m(1, 一 华 一 十 0(1)， 又 由 于 
tt ~ wag’ 
Tlr,w) STr, ww) rN(r, w) 


—N(r, w) + mlr, 公 )， 


(Pp— Tr, w) < Nr, w) 


+ DM, ! )— Mr) + Or, w), (2.6.5) 


Ww ak 
其 中 Ni(7) = 2N(rsw) 一 Nu + N (rs SE), Qi, w)~ 
tr 


p 
Er" | qo 一 0。 由 于 Nr w) 过 T(r,w),， 因此 
(2.6.5) 能 改写 为 


(pF — 2)TCr,w) < 到 EN(, 上 一) 


纪 一 Ak 


一 Ni(r) + Qlr ,w). (2.6.6) 
上 式 当 {ax} 中 包含 cc 时 亦 成 立 。 事实 上 ， 在 (2.6.5) 中 令 apr 一 
co ,再 以 十 1 代 震 PP， 则 得 (2.6.6), 其 中 ep 一 co ， 并 且 81(7， 


“= Dm Se) 
下 面 对 (2.6.6) 中 NA(r) 作 进一步 估计 ,首先 有 

Ni(r)= Ni(r, to) 一 Ntry w), (2.6.7) 
其 中 Ne(r。z) 为 分 支点 密 指 量 , Ni(r，w) 是 所 有 重信 点 (有 穷 或 
否 ) 密 指 量 ,每 一 7 重信 点 被 计算 + 一 1 次 ,事实 上 , 若 在 z。 点 有 
1 个 分 支取 se C 为 值 ,其 重 级 为 +, 则 由 we] 一 a 一 (x 一 #0 
ww) 和 or 人 (加 一 (zs 一 a) 富 (oa) 便 知 ， 当 7 一 4 之 0 了 时， 

* 100+ 


是 ms 的 zz 一 4 重 零点 ; 当 r 一 4<0 时 ,m 是 迪 kz) 的 大 一 = 
午 九 点 。 因 此 ， 
zz 一 28fr yz 比 ) 一 mr tl 十 a 二 ) 
ws 


3 


2D r— 3 


得 二 中 


十 > (r 一 1 一 >1(r 二 iD 二 (Cr 一 1] 


书坊 一 二 


— {Dr d+ 


Wm 


+ GD-(r—Dl t+ lr 
:六 中 wo 
一 TD T 一 Ju 


一 人 1 一 菇 一 二 (rr 一 1 一 之 (1 一 全 
= mr, w) — nr, Ww) 


由 此 得 (2.5.7)。 将 《2.6.7) 代入 (2.6.6) 便 得 


(Pp — 2)Ttr,w) Oo Sn(;, 
=] 


—N(r,w) -+ N(r,w) tt Ol(r, w), (2.6.8) 
再 应 用 引 理 2.4 即 得 所 证 ， 
关于 第 二 基本 不 等 式 的 余 项 5lr , w), 能 像 亚 纯 函数 情形 一 样 
得 到 如 下 的 形式 : 当 w(xw) 为 有 穷 级 时 ， 
S(r, w)} = O(logr)}, + -> 00; (2.6.9) 
当 w(xz) 为 无 穷 级 时 ， 
Slr, Ww) CO— Oilog(rT(r, w)}, + 一 co0， {2.6.10) 
可 能 须 除 去 一 个 线 测 度 为 有 穷 的 7 值 集 EE. 
事实 上 ,只 要 应 用 关于 单 诈 函 数 的 Bord 型 引 理 2.3 于 (2.6.2) 
中 各 相 加 项 即 得 所 证 . 
若 注 意 到 | 
上 i 1 
wo- -)— Mr, <BRl, re 


让 二 li WT ER 


其 中 庙 (”， 一 一 ) 表示 判别 的 “ 值 点 密 指 量 , 则 (2.6.1) 能 写 为 


2 1 
p27 0) < DN, | 


+ Ofilog(r T(r, w))}, (2.6.11) 
于 无 穷 级 时 可 能 须 除去 一 个 线 测度 为 有 穷 的 > 值 集 EE， 
若 代 数 体 国 数 w(x) 的 分 支点 密 指 量 满 足 
Ni(r, Ww) — olT(lr, w)}, 
则 以 〈2.6.8) 式 可 以 得 到 类 似 于 亚 纯 基数 的 第 二 基本 不 等 式 


Fa 
(p—2—o Tr, w) < DN(r, 
是 一 让 


) 
型 A 
— Ni(r, w) -+ Sr, w). (2.6.12) 
关于 亚 纯 函 数 第 二 基本 定理 ， 互 ，Millouxa: 曾 结 合 所 论 了 汐 数 
的 导数 得 到 一 个 推广 ,对 于 代数 体 汇 数 能 庆 来 获得 相应 的 结果 ,他 
证 有 明 握 
定理 2.23 设 w(s) 是 ? 值 代数 体 函数 ,exk(& 一 1, 2,:…*,P) 
是 了 ?个 判别 的 有 穷 复 数 ， 5;(i1 一 1, 2, -9) 是 4 个 有 穷 异 于 零 的 
判别 复数 , 则 有 
[pa — 6(»v — T(r, w) < N(r, w) 


2 1 
+4 DN(, ) 
二 1 


WO— wk 

N,N 直 ) 

十 (9 一 DN (三 ]] + SiC Ww), (2.6.13) 
w 


其 中 Si(r+, w) 具有 像 (2.6.9) 和 (2.6.10) 式 一 样 的 性 质 。 
证 明 首先 应 用 (2.6.5) 于 w(tz) 和 0 及 人 0 一 1:2， 
4)， 则 有 
dT(r,w ) Nr ,tw ) + N(s, 二 ) 
Ww 


*112* 


+ (-， zs)— [ves 
+N(r, 三 )| + air ,1w' )» (2.6,14) 


其 中 Or ww) 一 Dml, 2 
将 (2.6.4) 琵 以 4 人 重 有 


| 
paT(r,w) < aT(7, w) 49 DN(, 1 ) 
=1 Ww a 


三 ) + 90(r, w), 


tn to 


— 9gN (;, 
将 (2.6.14) 代 人 人工 式 右 问 即 得 
4 
pqT(r, w) < Nr,w)+a 之 N{r, dy 
+ DN, ) - [wo， w’') 

tN(;, a i) 
其 中 gx(r。 w) 一 90(7,w) 十 91(r, w')， 再 根据 引 理 2.5 可 得 
Nr ,ww ) NG, ww) + 2N(r, w) + 6(2 — 1)T(r, w) + O(1) 


和 NGCr， w') > N(r, w) 十 六 fr， w) + OC(1), 综 上 诸 式 便 有 
lp9 — 6 — DIT(Gr, w) < N(r, w) 


, 1 
+ 4 N(r， ) 
之 : WA 
了 
+ PN(, 


了 本 [x ( ， | 
十 (9 一 DN (+ , 二) + Os(r, w), 


最 后 应 用 对 数 导 数 引 理 于 82(+ , w) 中 各 项 即 得 (2.6.13). 
在 亚 纯 踢 数 中 、 对 于 第 二 基本 定理 熊 庆 来 曾 引 入 所 论 壬 数 之 
导数 求 得 另 一 推广 ”， 其 密 指 最 之 系数 除 关 于 零点 和 极点 考 之 外 
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—&; 


均 为 1, 这 种 形式 能 应 用 来 讨论 唯一 性 定 现 . 对 于 代数 体 函 数 有 相 
应 的 不 等 式 (参见 何 育 灶 12]). 

定理 2.24 设 w(z) 为 > 值 代数 体 郴 数 。 并 令 wk 一 1， 
2，…,p) 和 6.(i 一 1 2 …，9) 为 两 组 有 穷 异 于 零 且 每 组 内 判别 
的 复数 , 则 有 

(+9 — NT) < (9+ DN(r, tT) 


» 
+28(r,w) + DN(r, ) 
让 二 了 Dak 


7 )-(w(, 丰 ) 


i=1 


tN( , 5) + sr， w)s (2.6.15) 


其 中 Sr , w) 具有 余 项 的 和 性质 。 
证 明 首先 应 用 (2.6.5) 于 w(x), et 一 0， Tv， 声 ) 和 
tw'(z), 61CF 一 人 1 3), 其 中 设 do 一 bo 一 0, 便 得 


f 
pn 
t=0 纪 -一 ak 


pT(lr,w) NGr,w) 二 > N(r， 


— Ni(r)} + Oi(?, w), (2.6,5)" 


好 
4T(r,w')< > N(r, ) + NG) 


i=0 tw i 


—N(r,w) —N( ,i ) + Ql, 了 ), 


再 由 Jensen 公式 ， 
4 人 。 w) 一 9T(， 二 】 + 0(1) 


<aT(r,w0) + oN (rs £)—on(:, t) 

; LE ee 

+ qm(r, EE)+ od) <oN(r, 二) 
Wy ww 


.104 。 


+ NGC + DN{, 一 二 一 ) 


ww — 6b; 
< | 人 一 DN (a 十 ) + Nir, w’) 
二 NN tf， 二 + Vlr, Ww ), (2.6.5) 
其 中 


和 sp 


十 2 GS)+am (rE)+o0). 
把 (2.6.5) 与 (2.6.5)” 相 加 得 
(pI)Tlr, ww) Nr,w ) 于 (9 十 DAN (r， +) 
+ 立 w(r， i) + EN, 2 
— [Nr, w) +N(r, 5) + gn (7, 二)| + Qlr, w), 


其 中 Qasr, w) 一 Oar, w') + Qi(r, w), 
应 用 (2.5.5) 式 长 化 Nlr, w"), 再 应 用 定理 2.21 于 Qs{r, w) 
中 各 项 ,并 注意 到 (2.5.15) 即 可 完成 定理 的 证 明 . 


Nu (>， 二 ) = ! j% mts.4) — na(0, a) 3 


十 i. ns{0, a)logr , 
了 


其 中 ws(r，a) 表示 w(z) 一 4 在 1z| < 内 之 零点 数 ， 且 其 重 级 
不 火 于 时 按 重 级 计算 , 重 级 大 于 > 时 只 算 > 次 , 则 有 
定理 2.24 。 w(z), {a7} 相 {5x} 如 定理 2.24 所 设 , 则 有 
(pp +a— 6 — T(r,w) < 2N(r,w) 


+ N, (7, 上 二) 十 (9 十 DN, (7, 二 ) 


"105。， 


. 人 
十 SN, (+, — ) 
i 二】 瑟 -一 他 


十 No(，， 二 Sr w), (2.6.16) 
k=1" [4 


1 


其 中 S:(r , w) 具有 余 项 的 性 质 . 


§ 3.7 代数 体 函 数 的 亏 置 、 亏 值 与 重 值 
像 亚 纯 函 数 情 形 一 样 , 对 代数 体 函 数 引 入 污 量 和 气 值 的 概念 ， 
并 可 得 到 重要 的 亏 量 关系 。 
定义 27 设 wtlz) 是 C 上 zz 值 代数 体 通 数 ,对 a€ ,我 们 称 
A 
es 二 
6{4) = 8(4, WwW) 一 Lm TT 


了 -四 


rm T(r, w) 
为 w(z)] 关于 a 的 亏 量 . 着 6(4) > 90, 则 称 4 是 一 亏 信 .又 


N(r, 7) -RN (r,s 
3(o) ~ 9(asw) 一 lim rr 
和 
N(r, s+) 


(a) wn B(a, tw) < 一 lim TC) 


分 别称 为 a 的 分 支 指 标 和 分 支 量 . 
由 定义 和 第 一 基本 定理 即 可 得 
O06) SB(a) + 9(a) 


= Oa) 二 |。 


* lb» 


我 们 有 下 面 的 亏 量 关系 
定理 2.25 


设 wlz) 是 C 上 v 值 代数 休 函 数 ， 则 至 多 有 可 数 
多 个 ze 人 使 得 8B(a) > 0, 并 且 满 足 
,ele) < ?7 


(2.7,1) 
ret 
证 明 首先 应 用 第 二 基本 不 等 起 (2.6.11) 于 w(z),4artf, 则 有 


p R(，， a 
Wo dk 
3 T(r, oo) 


一 23 十 S(r, w) 


Tlr,wy 
对 上 式 取 下 极限 即 得 
二 1 
» lim | Nl Se 

Se T(r, w) 

p N (-， ! ) 
一 -一 瑟 一 永 丰 

之 1 一 im 7 2 < 23 
1 


这 就 表明 ,使 得 @(a) > yn 的 4 至 多 有 2vP 个 ,因此 ,集合 


二 人 工 2 
A, {alee C, " 过 (4) 之 >} 
至 多 有 2v? 个 元 素 . 于 是 ， 


A— {alaéC, O(a)>0— U4, 
pw) 


至 多 有 可 数 多 个 元 素 ,并 且 4 中 任意 p 个 都 满足 3 8@(a4) 之 25. 
因此 (2.7.1) 成 立 . 


R= 
推论 设 w(xz) 是 »z 值 代数 体 隙 数 ， 则 至 多 有 可 数 多 个 a€ 
,使 得 5(a) > 0, 并 且 


DS 5(a) < 25, 


卫生 郊 
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由 (2.7.1) 可 知 ，v 值 代数 体 函数 宇多 有 22 个 a€ ,使 得 
@(a) 一 1。 特 别 地 ,至 多 有 2 个 Picard 例外 值 。 如 果 考 虑 重 值 
的 影响 , 则 将 出 现 不 同 的 情形 , 且 有 些 结 虽 与 亚 纯 函 数 有 所 不 同 。 
下 面 我 们 讨论 这 个 问题 。( 参 看 何 言 赞 [3]) 


设 7 为 某 个 正 整数 , 令 N， (7, 一 一 ) 去 示 w(x) 的 。 值 点 
密 指 量 旦 其 重 级 不 大 于 y。 继 令 
和 


类 似 地 ， 以 NI(r ,a) 和 NITGr， 4) 小 示 wls) 的 重 o 值 点 密 指 量 
的 相应 量 ， 册 于 


NN” La = NY (7 一) 
和 (Cr ， en bE 叭 


便 有 


NN (;, 一 上 十 一 了 六 


ww—a 


1—) — NP ,a) + 0(1), 


WwW— a Y 十 1 


其 中 责 " es -nn w() 的 判别 的 a 算 
点 密 指 量 ， 现 设 YA(《 一 1，2，.……, 2) 是 正 整数 , 则 (2.6.1) 成 为 
p 

ee 1 
(p —2»)T(r, "< >|N, | 


二 1 


— Nilr, | + S(r; az) 去 (> 加 | 


”108 。 


,了 十 -7 
C3 之 二 十 1 


(-， 1 一 ) 十 S(tr, 
wa 


或 可 写 为 
(3 和 se 一 >) T(r, sw) 


上 一 + SCr, wv), 


Ww A 


外 Yetl 
由 此 我 们 有 
定理 2.26 设 wlz) 是 v 值 代数 体 浴 数 , 令 


人 
则 有 
Ey 
> Oak) < 扫 23。 
丰 一 全 页 


(2.7.2) 


(2.7.3) 


定义 28 若 @w(a) 一 1，。 则 称 a 是 wz) 的 7 级 简约 满 杞 


值 。 

推论 ” 设 wlz) 是 > 值 代数 体 函 数 ， 则 下 列 情 形 至 多 其 一 出 
现 : 

is 一 级 简约 满 亏 值 不 超过 4v 个 ; 

2” 二 级 简约 满 亏 值 不 超过 32 个 ; 

3? yg 级 简约 满 亏 值 不 超过 2v 十 2 个 ; . 

4? 车 7 合 于 v 二 17 所 22， 则 > 级 简约 满 亏 值 不 超过 
2 十 1 个 ; 


5” 当 7 之 22 十 1 时 ,7 级 简约 满 亏 值 不 超过 2> 个 . 


注 当 同 时 考虑 不 同 级 的 满 亏 值 时 ， 可 能 产生 亚 纯 应 数 不 出 
现 的 结果 。 例如 ， 若 wkz) 共有 2v 十 1 个 v 十 1 级 简约 满 亏 值 ， 


则 当 v 之 4 时 ,wls) 还 可 能 有 一 个 一 级 简约 请 亏 值 ， 


和 


.1d9.* 


关于 单位 图 内 的 代数 体 函 数 ,我 们 有 下 面 的 定理 ; 
定理 2.27 设 w(zs) 是 单位 区 内 的 > 值 代数 体 函 数 。 若 ” 一 
1 时 ， 
T(r wW) ,oo 


1 
log - 
je 


则 对 所 有 的 a。€ 有 B,J(z) 一 0, 至 多 除去 一 可 数值 集 {a}, 使 得 
@r(a) > 0, 并 且 满 足 
Ee8,, (4) 才 wt. (2.7.4) 


> 


反之 , 若 


三 B,(e) o> 人， 
则 有 
Em 了 rw < 7+1L1 (2.7.5) 
1 es ey Tw— 2v(7 + 1) 

1 — 作 


7 一 1 


.关于 代数 体 函 数 的 重 值 , 我 们 有 
定理 2.28 设 wlz) 是 ” 值 代数 体 函 数 。 若 wkz) 的 每 一 
4 = 1, 2, **°*y p) 值 点 之 重 级 不 小 于 Tr; 则 
六 上 L > p — 2y. C2.7.6) 
A=1 TR : 
特别 地 , 若 所 有 Tk 之 2, 则 P 所 42。 
证 明 由 (2.6.11) 有 


区 Of{log{rT(r, w)) | 


T(r, w) 
再 根据 第 一 基本 定理 ,上 式 成 为 


tu 


ns) 
t= (+ oN(r, ee ) . 


GR 
< 29 十 OL log (7 了 (Cr， w))} 
T(r+, w) a 
由 假 没 显然 及 (+, 一 二 一 ) < 上 入 (1:, 一 二 一 ), 于 是 便 得 
WW 一 4 TR WwW— ge 


Fp 1 : 
2 (1 一 ) < 2y, 

关于 整 代 数 体 函数 的 写 值 和 亏 量 关系 ,K. Niino 和 M.， Oza- 
wam，N.， TodaDl 等 人 曾 获 得 有 趣 的 结果 , 它 为 亚 纯 函数 所 不 出 现 
者 。 这 里 就 最 简单 的 情形 介绍 他 们 的 结果 。 首 先 证 明 下 述 引 理 


引 理 2.6 设 g;(z)(j 一 1,2,-, 了) 为 ?个 超越 整 函 数 , 满 
足 


Doig) =1, Dlalz0, (2.7.7) 
j=1 j=1 
则 有 . 
四 
Delo,s)<p—1ls. (2.7.8) 
j=l . , 


v( : 互 ) 


其 中 3(0，8) 一 工 一 lm pr 
证 明 首先 对 (2.7.7) 求生 次 导数 得 
pa 一 0,t=1,2,.…,P—1. 
现 分 隐 种 情形 讨论 ， 
1 车 g(x),gz(x),*……,gslzx) 线性 独立 , 则 由 方程 组 


p 
了 ojig(a = 1, 
j=1 


< (C2) 
og) SE 0 Rl, 2, po— 1, 
之 a BiC2) 人 


“lll» 


能 解 出 gigi:(z)(i 一 1, 2，.…- ,站 ) ,并 可 表 为 
&i(z] 一 Ai(z)jejA(z)， 一 1，2，- 


其 中 
Te 1 
A gi(2)/ gC) 和 .8pKsDAgpCz) 
2? Da) /gs) .gh Ve) /gor) 
— D(z)/g(2)- .gts), 
1 让 1 
二 去 ga) Bz) +o gl) | 
Bi (2) gph? Ow) .ge) 
和 A 
了 
1 0 1 
人 gtr)/ gs) 0 pole) /gle) 


. 8? "(zf 8s) 0 :gh (2) /gplz) 
即 Aj(z) 是 A(z) 的 第 一 行 第 了 列 元 素 的 代数 余子 式 。 应 用 
Jensen 公式 可 得 
tm(r, 81) SE mr, A;)+ mn (7, 二 二 0O(1) 
一 六 (+ Aj) + mt{r, A) + Nt{r, A) 


= 十) + 0(1). 


但 知 


N(r, A) < N(r,D)+ SN ("+), 


1=1 


pt | 


mr Ai) + mlr, A) 志 KK 了 >， > m(+, 84 gj), 寺 是 


p p 
*=1 ?el 


* 1142 ， 


十 吕 bp3 By mtr, sp/en)}. 


二 一 了 一 


现 令 (+ i £;)}, 由 污 量 定义 并 注意 到 对 整 函数 


gjlx) 有 mr, 8) 一 Try on), 则 对 任意 s > 0， 存在 ro 使 得 当 
z 之 rr 时 ,有 


N(r， +)< (1 — 6(0, g1) + e)m(r, g;) 
B81 


(li— 608) + em(r),1 一 1) 2 
再 应 用 对 数 导 数 引 理 于 mm(r,gi/g)s7 一 1,2,.**,P, kK 二 1,:*'， 
p 一 1, 则 得 
WD Sd tt 


i=i 


当 某 些 gj(x) 为 无 穷 级 整 隐 数 时 可 能 须 除去 线 测度 为 有 穷 的 7 值 
集 ， 上 式 两 端 除 以 ml+) 并 取 下 极限 , 然后 令 s 一 0， 下 全 
(2.7.8) 

2 若 g(z), sp 人 sz) 线性 相关 ， 则 知 存在 PB， ……*, po 


p pp -” 
CC，>， | 记 | 天 0, 使 得 > Bj8;(z) 一 0。 不妨 设 Bo 关 0， 则 有 
j=1 i=1 


gpl2) 一 一 S Pigi(z)， 将 此 式 代入 (2.7.7) 得 


i 
bP 


~. 
1 4 
局 一 


之 Yjgi(2) 一 上 ， > lr;| 关 0. 
着 线性 相关 ， 则 重复 上 面 的 手续 得 到 


bp Pigs) 一 1， SS [天 0. 
了 一 1 t=1 
如 此 继续 ,最 后 得 到 g(x),"…*,g:(z) 线性 无 关 , 且 满足 
Ddg ls) 一 1， 
i=1 


13? 


应 用 1° 的 结论 便 有 上 >， 85(0，8) 魏 了 一 1， 注意 到 当 一 "十 
了 到 


1:-…， 户 时 .600， 8gi) 所 1, 因此 2 8(0,8;) Ep—s, 从 而 再 次 


得 到 (2.7.8)。 
定理 2.29 设 w(x) 是 由 方程 | 
ps w) = +A)w tt Alzs)=0 

确定 的 2 值 整 代数 体 函 数 。 车 w(z) 具有 三 个 有 穷 亏 慎 a1, mm， es 
上 且 满 足 , 

(4) + (4) + 5a) > 2, (2.7.9) 
则 有 | | 
1? ;9, 43 中 必 有 一 个 ,比如 a 是 Picard 例外 值 ; 
2° da) — (0) > Fs; 


.3” 车 5(a) >> 0, 则 必 有 5(4) < 委 1 一 50c)， 
“证明 令 
p(s,a;) git a (2) 十 do(s)》 = gi{2), 7 了 一 1,2,3, 
i (2,7.10) 
由 上 式 消去 41(z) 和 44(s) 得 
gt) tT {a — a)g(s) 十 《ci 一 ga)g3(x) 
一 《4 一 a)(a — a)(a — a). 


进一步 可 得 


人 二 (2.7.11) 
[oer 一 0 一 1;2. 
j=1 
若 gi(z), gCz), g(x) 线性 无 关 , 则 从 上 方程 可 以 解 出 
gi(2) 一 AiKz)feaiAfsy f= 1, 2,3. 
现 对 每 一 zséEC, 定义 4fz) 一 max{l1，|[Ai(z)|，|4o(z)l}》 和 
g(2) 一 max{1l, |g(z)|, g(x)|?, 继 令 


«114. 


3 3 
bc > 


人 人 iog ACr et)ag 
4 元 加 


和 | 
2 
ulr,g) ~— | log g(r e®)ad. 
4 49 


从 关系 式 (2.7.10) 和 定理 2.19 易 知 
afry A) = gr, 8g) + O11) = Tr, ww) + 0(1); (2.7.12) 
对 1 一 1,2; 我 们 还 有 
em < | 二 
g 15(s)| < Bel Ai(Cs)| le nT 


二 - 工 < > (tela, Of 


+ 6p -上 + 


| oj [zo ” 


从 而 


log g (2) < ltg 一 一 -一 二 TCDT 


十 F(ala; (C2)| 十: eT | 2). 


j=1 


应 用 Jensen 公式 可 得 
2p(7, g) mt, A) + mlr, Pe 


+ mr A + NOs A N(r, 二) 十 00D 
注意 到 es 
NO, Nr ) = Dr, 2)—n (3), 
并 应 用 对 数 导 数 引 理 于 m(r, A) 和 mr(+、 人 A), 进一步 得 到 
ape, < DN (et) Ne,) 
ro {Br 


hs 
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学 无 穷 级 情形 可 能 须 除去 线 测度 为 有 穷 的 + 值 集 。 但 知 za(y， 
B&B) mr, F) 十 mr 有) 十 DO) < 4n(r, 8) + 0O(1), 因 


此 ,之 ， mlr, gi) < Br(r, g) = 0o(1), 于 是 上 式 能 改写 为 


2Fr(r，&) < 到 六 N(r， 二 ) 
i=1 ~ &i 


一 w(r， 2 二 olytlr， 0)). 


注意 到 (2.7.12) 有 


1 1 
3 N(r, 一 ) a A es 
1 过 re dr 
fo 2p(r, 8) pT T(r, 1w) 


3 
了 《1 二 5(4;}), 
这 就 导出 人 5(wi) 所 2。 这 与 定理 假设 争 盾 . 因此 ,必须 8.(z)， 
es 3 
Ba 8 线性 相关 ，, 即 存在 Bi, pp, Ps € C, 之 ， 18 0, 使 得 


3 
pe(a = 0. 
上 式 与 {2.7.11) 结合 ,消去 gslx) 便 得 
Tigt(s) + F822) OO— 1, I7| 廿 17z| 0. 
此 时 有 mr,81) 一 m(r,g) 十 0(1) 一 2p(r,8) 十 0(1), 因 此 


、 1 

NN(, 三 ) 

1 — 68(a;,w) 一 lim Bi 
-I SR 2PK7 > £) 


1 
N(r, =) 
— mm 8/ 1 8(0, 8g). 
rm pf， Ei 


由 条 件 (2.7.9) 即 有 5C0, g) + 5(0,g2) 一 6(ayw) + 6(a1,w)> 


”ll6* 


2 一 Cas, w) 之 1. 根据 引 理 2.6,g(z) 和 tz) 不 可 能 同时 为 超 
越 整 函数 , 即 必 有 一 个 是 多 项 式 。 不妨 设 gx(z) 为 多 项 式 ， 并 且 
(2.7.11) 可 写 为 . 
opga(2) 十 wsgytz) — 49(2), (2.7.13) 

其 中 4 (2) = 1 — gz) 为 多 项 式 ， 
车 g(x) 去 二 ,| 则 gCz) 与 g(x) 线性 无 关 ， 否 则 将 导出 


| 


gx(g) ,Batx) 阔 为 多 项 式 , 从 而 由 (2.7.10) 导出 A1(z), A(x) 亦 为 
多 项 式 。 旭 w(x) 退化 为 代数 酌 数 。 因 了 此， 中 (zs) 和 名 (xz) 线性 无 
关 , 且 都 是 超越 整 函数 。 现 对 (2.7.13) 求 导数 ,并 从 
芭 + ogstz) 一 908) 
gal2) + capsts) — qe) 
解 出 g2(z) 得 
二 二 qlz)gs(e) /gs) ~ 4s) LC) 
cl ga) ga) — ga) /gs)) Mz)’ 
其 中 


Lt{z) — q(s)g(2) /gz) — 9' (2), 
M(s) — ol gs(2) /gC2) — ga) Bs)) 一 
mm |g(lz) | 
sag) gz) CD 
应 用 Jensen 公式 即 得 


m(r ,82) < 1p(* 工 ) 十 m(r， 二 + Ofl) 


< (rr, 0 M)+N(r,.M) 
1 二 1 
—Nl ,二 ) 十 0G) N(r， 局 


十 区 (es t+ O{log(rm(r, go)m(lr, g3))}. 


- 7.14) 
又 注意 到 在 所 论 的 情形 有 mm(r, gi) 一 m(r, 83) 十 0(logr)= 
2p(rs,8) 十 O(logr), 计 及 gzlz) 和 gs(z) 是 超越 的 , 便 得 


ij?" 


AN ( R 二) 
1 — 6(0, gi) 一 lm -8 
re m{lr, gi;) 


二 Ne 一) ( ) 
一 下 -区 一 Ci 二 1 一 5(ziyoo 

plr, 8) tT O(logr) “ ee 
7 一 2,3。 


再 由 (2.7.14) 便 可 导出 8(ms w) 十 5(@ss w) 所 1。 这 与 所 设 巴 
盾 。 因 此 必须 g(z) 二 = 过 0, 这 就 说 明 久 是 wlz) 的 Picard 例 


外 值 。 从 而 得 1°， . 
其 次 ,由 关系 式 mga(z) 十 mg(s) 一 0， 便 有 NN{r， 十) 


N (7 二) ,或 w(r， 1 )= wl,, 1 ) 可 有 am oe 


Ww 一 全 2 wi— a 
5(qs, w)。 再 由 (2.7.9) 并 计 及 5(a1、w) 一 1, 便 得 8(a.) 寺 5(a2) 十 
5(ea) 一 1 十 268(oa) > 2。 队 而 得 到 2° 的 结论 。 
最 后 ,车 有 as€ C, 使 得 5(m) 之 0, 则 从 方程 
中 二 md 二 de 一 革 ， 


1 
地 十 as/lit2) A,(%) Sa(z)， 
开本 was) 十 dz) — gl2), 

其 中 一 一 笃 二 至 ,得 


41 一 gz 
《es 一 aijgs(z) 十 《qi — as) gs) 
一 一 (9 一 4)(aa — a)la — a) 
或 
Tg{2) 十 72g8:(2) 一 1。 
由 于 8&(s)、84(z) 是 超越 的 ,否则 将 导出 4,(z), A1(z) 为 多 项 式 ， 
并 且 8(0, gj) 一 56(4y, w), 1 二 3,4。 因此 ,由 引 理 2.6 便 有 
dl(m, Ww) tt Ola, ww) = 8(0, &) t+ 5(0, pm) 和 1 
从 而 得 3*。 定理 证 毕 ， 
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上 把 习作 


N.， Todam 还 证 明了 下 述 一 般 命题 
定理 2.30 设 w(z) 是 方程 (2.1.5) 确定 的 v( 之 3) 值 超越 整 
代数 体 范 数 ， 又 设 aj(f 一 60: 1,，…*,») 是 判别 的 有 穷 复数 ， 使 得 
gil2) mm pa;, 2)(7 = 0,1,..., ») 中 竺 意 ? ==:1 个 是 线性 无 关 
的 ,并 且 对 {a;} 中 和 任意 2 一 3 个 1a}( 克 一 1、，……,# 一 3), 满足 
| FE 一 半 
>) 8(a;, ww) 十 > (a Ww) > 2 一 3， 
j=0 《一 ] 
则 {ay}(f 一 0, 1,，-… 32) 中 至 少 有 一 个 是 w(z) 的 Picard 例外 
值 ， 


$2.8 具有 多 个 亏 信 的 代数 体 函 数 


A，Edrei 和 WH. J. Fuchst 曾 证 明 , 具 有 了 亲 个 亏 值 的 亚 纯 
冰 数 其 下 级 为 正 。M，Ozawa52 和 顾 永 兴 由 将 其 推广 到 代数 体 陋 

定理 2.31 设 w(lz) 是 (2.1.5) 确定 的 > 值 代 数 体 函 数 ,并 以 
qj(i 一 1， 2，-… 2 二 1) 为 亏 值 , 则 其 下 级 为 正 。 

证 明 设 ajECti 一 1,2,:…,v), 4avn 《C0 令 

区 (se = Aa) tt As 2)a + -+ A a) 
一 gifs) 7 一 1,2， > 十 |， 

当 go 一 oo 有时，gotr(z) 一 4 人 ( 拉 。 令 xz 一 re 一 Re R= 
or 自 o> 1, 应 用 Poisson-Jensen 公式 于 gj(z)/gvn(z) 得 


log | -So | 一 二 全 tog| £0.| 
. | gs+1C2) 2 | gonlt) 
R’ pa 2 


ag 


"R22Rreoos(d 0 


» 


. RC— Bi | _ R? — zg : 
on ] RGC 二 | 一 全 RG —af) 
其 中 {ez 由} 和 {88 分 别 是 8CIAeorts7 在 圆 {z,1z| < R} 内 
的 零点 和 和 极点。 由 于 
Re 
,en { } 


8 一 和 


*，]119， 


一 1+ Re 二 于》 ,因此 上 式 能 长 化 为 


log | gi(%) DO] < 1 人 log | | E56) a 


区 Br+1 
Ts r | ela | 
+ Biog | | (2.8.1) 
a 171 (5) 1 
本 log pada bt 一 N (R， > 
一 N(R, ) + 0(1), 


3 i(£) / Ff 
[| me 
2 < 27(R， 过) 二 00， 

又 注意 到 ey 的 极点 {BX'} 包含 于 gbn(z) 的 零点 集 
{B41} 之 中 ,因此 (2.8.1) 成 为 
| ev (re, ) n(n ) 


8 Pe 
Bi} 
ee T(E ,一 


Fl ee 
+ Db a= = 
Be{<R ' 
今 对 每 一 *EC, 令 


g(s) 一 nax 人 |8i(Cz) 1) 和 gi 2) 一 max{ |g;(z)|, es)|}， 


继 令 ， 
pe | log g(rc%)a9 和 
2xzrm J 


(rs Bjovt1) 这 | log Bvtil re®)d0, 
2x .9 


aa 了 20。 


FN OM 


gi 
并 注意 到 了 (/， Er)— alr, Bsn) + O01) < valr, 8) 


十 0(1), 则 有 


log g (x) 一 log | gurlz)| < max ln (x, i ) 


tip+1 【人 \ ai 


—N(R, ]) 十 和 A(R, g) 


Brii So 
一 Pig 
十 有 
2 Be — Py 
置 z 一 ER 


+ 个 iog | gn)1dd = N (， 2 上) 十 OU) 


本 


1+ 0(1), 


Byt1 
和 Fe 
1 (= Brz 
一 log ER—br |gg 
2 | 18KI<R 器 es Fe a } 
一 上 人 tog 二 / 
2 小 wo 二 a i 
R?— pr 
| d=N|[IR, .~ 
larl<r R(z 一 ( or 
1 
— Nlr:, ? 
k BytI ) 
最 后 得 到 


rlr, 2) < max {w(x, 工 } 


til 了 Bi 
TR,8) + O(1). 


令 7 a 1, 取 cr 和 sc 合 于 ?< 必 < 之 c<1， 
注意 到 plr, 88) 呈 plr, 4) + 0(1) = T(r,w) 十 0(1), 则 当 
民 之 rm 有 时 ,有 


LN(R, 二 | < 一 cT(R,a) 一 ca(R 8) + 0(1), 
1 


二 4 
本 


y 
于 是 


* 131 ， 


(r,s 8) 天 一 二 十 <) niR, g), 
ss—1 


4 4 
Ey i 


sor, g)} > 3 
1 组 
> (za) (Cry 8). 
对 任 一 # 之 ?os 存在 mm, 使 得 oro < ”之 omtir,, 于 是 
log u(r, 8) ~ log plo"rs, £) 


logr log (a”+!r,) 


Hla ry, gg) > ess 


mlog 士 log plr,, 8) 


1 .. 
cf2 一 c) 

(om 十 1)logc + logrs 、 
从 而 


令 c->7 ,得 
1 


“> log 7 二 [io 6 十 i >0,， | 
定理 证 毕 ， | 

M，Ozawa 曾 提 了 田 如 下 的 问题 : v 值 代数 体 函 数 w(x) 具有 
> 十 1 个 满 亏 值 时 , 它 的 级 是 否 为 整数 ? 

N. Teda 给 出 肯定 的 回答 ,他 证 明 

定理 232 设 wtlw) 是 > 值 代数 体 范 数 。 若 wix) 其 有 2s 十 
1 个 满 亏 值 , 则 w (zs) 的 级 或 为 整数 或 为 无 穷 。 

有 兴趣 的 谈 者 可 以 参 硼 N. Toda (21。 
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$2.9 代数 体 函 数 的 唯一 性 问题 


代数 体 函 数 的 唯一 性 定理 首先 为 Valiron 所 研究 ,他 曾 宣布 
过 如 下 的 结果 而 未 有 详 证 : 设 ww(s) 和 尼 (x) 为 两 个 > 值 找 数 体 函 
数 , 若 对 4 二 1 个 ake@t 一 1 4 十 1)， wlz) 和 志 (2) 
具有 相同 的 a; 值 点 且 有 相同 的 重 级 , 则 必 w(x) 三 必 (x)， 这 里 我 
们 给 出 代数 体 函 数 唯一 性 定理 一 个 证 明 ， 所 得 结果 较 Valiron 获 
得 的 更 为 理想 (参看 何 育 移 [1]), 

现 设 w(z) 和 屁 (z) 分 别 由 (2.1.5) 和 
Plz, tw) = Ba + 是 io) 十 十 BC 一 0,(2.1.5)， 
所 确定 。 不 失 一 般 性 ,我 们 设 所 v, 令吉 (+, 4a) 表示 wx) 二 a 
和 2 纹 (xr) 一 z 在 圆 |z| 过 + 内 公共 值 点 数 ， 且 每 一 值 点 只 计算 一 
次 。 继 令 


(rz) 一 Fi» | zuof0， 4a) ge 


2¢2D 
iY (0, a)logr 
了 Ki 


Nor ya) = (-， -一 ) 


十 六 (r， — 2N,(r ,4), 


我 们 有 

定理 2.33 设 w(s) 和 必 (z) 分 别 是 2> 值 和 产值 代数 体 函 数 ， 
县 sg 和 vz。 落 对 4 二 1 个 aee=12, 4 十 1 函数 
wlz) 和 了 码 (s]) 有 相同 的 a; 和 值 点 ; 但 不 计 其 重 级 ， 则 必 wlw) 车 
D(z), 

证 明 首先 应 用 第 二 基本 定理 于 w(x), 多 (xz) 和 ait 一 1， 
2,-…,4v 十 1)， 于 是 令 p 一 禾 十 1 便 有 


(2 — 227) Tr,w) < > NR (7, - + Sr, w) 


Ww ai 
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和 
p 
二 N{:, 1 
27 to) < DN (ri) + sr 人 


上 殉 式 相 加 ,并 应 用 上 面 的 记号 又 计 及 上 < > 便 得 
CF — TG, oo) 二 Try < Dalr, ai) 


j=] 


+2 DN(r, 4) + Oflog (rT(r, wT , 2))}. 


1 二 1 


(2.9.1) 
当 两 函数 w(x) 和 忆 (z) 其 中 之 一 为 无 穷 级 时 ,可 能 须 除去 一 列 总 
长 为 有 穷 的 区 何 序 列 ，。 
今 若 w(《z) 匀 必 (z), 划 知 


Sitr, a) < 魏 af(r， Rh)， 


其 中 R(w,B) 是 bz wv) 和 Blz，, 性) 的 结 式 , 即 
R(GB) = (AL IBaACD)Y TE fw) — ti Cz)1. 
让 号 


1 


由 Jensen 公式 ， 
1 1 (2= 
N(;, GS € 而) — | loo lh, la8 


az 
+ log 二 4 | log | 4,(rere)148 
0 


Pi 

RC $) 

证 | iog | Bn (reie)1d8 
2x 49 


1 里 一 0 


二 工人 log| TE [wilre’)—@ ree) de +t O01) ， 


2x 


pplT(r, ww) + T(r, @)] + 0(1), 


从 而 有 


SR) < -22 {Tr ww) + Tr))} 
此 十 » 


tT Ot) EviTt ,ww) + Tr,t)} t+ O01), 
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将 上 式 代 人 (2.9.1), 合 得 


p 
(PO—4v)TCr, w)} + Thrs 2)] < BD) Nolr, a)) 


i=1 

, + Of{flog (rT{r, w)T(r, DB))}. . (2.9.2) 
由 假设 , w(x) 和 思 ( 有 ) 对 于 4 十 1 个 4;E 尼 具有 杞 同 之 信息 (不 
计 其 重 级 ), 此 时 对 如 是 的 aj 值 有 Nulr, aj) 一 0。 于 是 (2.9.2) 
成 为 

Tlr,w) + Tlr, 2) < Ollog(rTlr, Ww Tr, w))}. 
这 里 我 们 孝 虑 超越 代数 体 函 数 ， 因 此 上 式 不 能 成 立 ; 因此 ，、 必 须 
wg) 三 码 (z)。 定 理 证 毕 , 
下 面 的 例 说 明定 理 2.33 的 结论 是 精确 的 ， 设 x*(z) 和 wl) 
是 分 列 由 以 下 方程 确定 的 函数 
由 (sy Hp 三 (1 十 2c9 纪 一 3 一 4c 一 0 
和 
Plz,v) E(t T2034e 一 0。 

显然 ，x(s) 关 v(s). 现 令 4a 一 V3,m 一 一 V3,mn=V2， 
m2,0=— 1, 46 = —1, 4 — V7/3, a 一 一 W713. 我 
们 可 检 证 (qj, w) 一 (gj, of 一 1,2,'*……,.8)， 事实 上 、 因为 
4(z) 的 4 值 点 即 是 加 (zx, a) 的 去 点 ， 对 1 一 1, 2,， 我 们 有 (zx， 
gj) = 2e* 也 0, 即 zxfkz) 以 aaa 为 Picard 例外 值 , (a;,#) 一 ;3 
类 似 地 ， 对 jf 一 1, 2, @(s,4) 一 2e* 关 09, 即 E(a;, v) 一 中 ; 
对 于 了 一 3, 4， 有 (zs 91) 一 由 xz oi) 一 一 1 和 关 0， 即 xz) 和 
gf(2 均 以 43, ay 为 Picard 例外 信 ,E(aj,a) 一 E(aj,v) 一 由。 对 
于 7 一 5,6, 由 由 (z, 4j) 一 一 2(e* 十 1), 得 (a;, ww) 一 人 (2 十 
1)xi ,EZ); 同 样 ,对 7 一 5, 6, 岂 DB(s, aj) 一 一 2(e*， 十 1), 得 
Ela,, vV) 二 {C2 十 1)xz ,处 EZY, 好 有 E(a;, #) 二 Ela;, v); 对 


于 了 = 7,8, 由 D(z, #7) es = (2 一 1) ， 得 五 (ay «) {2Rari , 
AcZ}， 同 样 , 由 @(z。 oj) 一 三 (se 一 1), 得 B(a:, v) 一 {2hri, 


+125« 


keEZ}, MT ECa,, rz) = Ela;, v). 
何 育 赞 外 还 讨论 了 重 值 对 唯一 性 问题 的 影响 并 证 明 
定理 2.34 wt(z) 和 多 (x) 如 定理 2.33 所 设 。 令 E'?(ey, w) 
表示 ww(s) 一 a 的 零点 集 : 其 重 级 不 大 于 7; 者 每 一 值 点 只 计算 一 
次 ,高 于 7; 者 略 去 不 计 。 五 rn(ai， 区) 表示 考 Cx) 一 4; 的 相应 零点 
集 。 现 若 EP(aj, w) 一 下 Pei 力 ) ,ij 一 1, 2 pb 并 满足 
SA 27 十 1 
> rr 
其 中 7 — max{7)}, 则 w(e) = 芭 (s)。 


证 明 不 妨 设 所 vy。 应 用 (2.7.2) 于 w(z), 忆 (zg) 和 aj(i 二 
1, 2 2 训 ): 则 有 


> 0， (2.9.3) 


十 SCr w) (2.9.4) 


(Sj 区) 


p 
了 三 1 
< T(r 


全 7 了 ) 十 Sr rw). (2.9.5) 
令 30(r, a) 表示 ww) 一 4 和 已 (3) 一 4 在 |z| 二 + 内 之 公共 其 
点 数 ,其 重 级 不 大 于 Y , 且 每 一 零点 只 计算 一 次 。 继 置 
Nr a) = Et | a 
2uy a z 


+ > #00,4) logr 


py 
2 
—a 


Nalr,e) ~ Hn(, 
vw 
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十 六 7 (…， 


) 一 289(r， a). 
—a 


将 (2.9.4) 与 (2.9.5) 相 加 并 应 用 上 面 订 引 入 的 记号 并 计 及 2 所 2Y 
便 得 


的 党 一 2 (Tr, w) Tr, @)) 


外 
< 
+ 


ey 7 2 
< : NP 十 -一 
2 


。 2 Nn(r, oi) + O{log (rT(r, w)T(r, @))}, 


(2.9.6) 
其 中 7 一 af 让。 今 若 wkz) 兰考 (zs), 则 如 定理 2.33 的 证 明 一 


样 有 


2 pm Fea ds] ( 1 ) 
Rd ld AN rr 一 一 一 
i EN ,ei) Ty 


SawTr, ww) t+ Tr, 2)) -+ O(1), 
于 是 (2.9.6) 成 为 
( SR 2 
7 一 1 Ee LD 


二 ) 7C， w) 


十 了 Cry 办 )) 二 
(r， 巷 )) 2 


+ O{log (rT(r, w)T(r, @))}. 
现在 由 .上 式 出 发 计 及 (2.9.3), 仿 定 理 2.33 的 证 明 即 可 完成 定理 
2.34 的 证 明 。 

当 六 一 六 一 一 7 一 了 Y 时 ,我 们 有 下 面 的 
推论 » 值 代数 体 医 数 w(x) 由 给 定 下 列 条 件 之 一 唯一 地 确 


Cr，ej) 


庆 


19 6 十 1 个 值 点 千 E?(4,, w); 
25 5» 十 1 个 值 点 集 En(a;, tw ); 
3 42> 士 3 个 值 点 集 E?(a;, w); 
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4 427 十 2 个 值 点 集 百 ”"(eis w)， 其 中 7 合 于 > 十 1 工 委 7 安 
22 

5 4» 十 1 个 值 点 洁 Es, ai) 之 2 十 1， 

注 我 们 还 可 以 考 碟 由 不 同 级 的 简约 值 点 集 唯 一 确定 代数 体 
商 数 的 问题 ， 另 外 ,在 亚 纯 函数 的 情形 , 熊 庆 来 号 曾 郑 碟 由 函数 及 
其 导数 的 值 点 集 来 确定 所 论 函 数 的 问题 ,对 于 代数 体 沙 数 ,可 以 从 
定理 2.24 出 发 得 到 褐 应 的 结果 ， 

关于 代数 体 函 数 的 奇异 方向 可 参阅 N，Toda [11, 吕 以 梦 和 
顾 永 兴 [11.。 


$ 2.10 全 绅 函 数 的 线性 组 合 与 代数 体 函数 


1933 年 了 ，Cartanm 讨论 了 2( 之 2) 个 全 纯 函 数 线性 给 人 骆 
qsgi(z) 十 qaga(z) 十 十 apgp (2) 的 零点 分 布 问 题 , 并 建立 了 相 
当 于 亚 纯 函数 的 Nevanlinna 基本 定理 。 特 别 地 , 若 取 ai 一 < 和 
i=1,2,.…,pP(=v 十 1)， 则 相当 于 考虑 vz 值 代数 体 函 数 的 值 
分 布 问题 ， 这 里 我 们 简单 好 介绍 全 纯 函 数 线性 组 合 值 分 布 的 基本 
定理 及 其 在 代数 体 函 数 中 的 应 用 。 

令 4 一 (el， az -ap):， 之 2，aji6CG(s) 一 G 一 
(8Kx)，8az(z)。-…，8gp(Cz))， 其 中 {g;(z)} 是 线性 无 关 的 整 函数 。 
对 于 每 个 >zEC, 定义 

: £2) — max{|g;Cz)|}, 
上 上 所) 三 产 
继 令 
T(r,6) 一 圭 logg(reta)d6 — logg(0)。 
推论 1” 车 wks) 为 不 取 舌 为 值 的 整 函 数 , 则 
T(r, wG) = T(r, G), (2.10.1) 
其 中 wG = (ws)g (es) ,wz) gz) 2) pp) ). 
事实 上 , 令 (wg)(z) = max{|w(z)gi(2)1}, 于 是 
T(r,wG) 一 二 性 log (ug)(rele)a6 
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— log (ws)(0) — + | logalre)a 


2 2 
一 log gf0) 十 | log |w(re®)la0 


一 log 1z(0) = T(r,G). 
推论 2” 设 4(z) 一 (aj4(z)) 是 z XP 泉 数 矩阵 ,其 中 ajx(z) 
(< 委 六 有 < 委 加 是 z 的 有理 函 数 , 且 detA (wx) 闫 0。 又 设 Gi(z) 二 


cGD A = (DD onlO8() ,D(a gb) ) 则 有 
Tlr, GD 一 Try GG) + O(logr), {2.10.2) 
事实 上 , 对 每 一 *EC， 存 在 f(z) 二 使 得 1gioCz71 
一 max (15(z)1}， 于 是 i124(2)| - 皮 JRCzTSTCzD 
la lz), 因此 ,对 太一 1, -如 和 zecC 有 
log | 如 (Cz)| < log gtx) 十 log 3 >， lax)1). 
R=1 j=l 
令 &(z) 一 max{ | 入 Cz)1}, 则 有 
1 


<len D1 DD 


log B{x) < log g(x) + log (> |ait Ca 有 
类 似 地 ,由 G(x) 一 Ge) . 《四 一 (3 an (D8 ，…， 
i=l] 
六 如 (96(a), 其 中 4(z) 是 4(z? 的 逆 逢 阵 ,可 得 到 


p 
log (2) < log 8(s) + lg { Daan)! ), 
大 二 1 


其 中 {8&;i:(z)} 是 z 的 有 理沙 数 。 由 上述 两 式 即 得 (2.10.2), 
定义 2.9 设 AE 一 (alt, 0 )。 太 一 2 9( 守 Pp), 
车 {a} 中 任意 了 个 向 量 都 线性 无 关 , 则 称 ta (一 1 2 


9) 是 允许 向 量 组 。 令 Fi(z) 一 G(2) ,at 一 > qitigi(z)， 若 
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(at 是 允许 名 局 组 ， 则 称 {1PACz)TtK 一 a 是 允许 线 
性 组 合 。 
令 Wlr， a) 表示 GCz) .。a 一 > 48i(z) 在 1z| 之 zr 内 零点 


， 数 ,并 按 其 重 级 计算 。 继 令 nr, 2) 表示 G(z)， a 的 等 点 数 , 且 
当年 级 不 大 于 b 一 7 了 时 按 重 级 计算 , 省 则 内 计算 ?一 7 了 次。 了 又 令 
(rs a) 一 prsa) 一 pp-rya) 相 应 地 定义 密 指 量 如 下 


N_i(r al 一 No rr G.a 一 0) 


-| 22-z(taa) — ne-r(0, a) de + nor 0, a) logr, 
£ 


EL，Cartan 证 有 明 串 

定理 2.35  G(z)，{ RiKs)yt-aaa 如 上 所 设 , 并 设 {FriCz)} 
是 允许 组 合 , 则 有 

(4 RE G) 一 立 Ne- ‘i Fr= 0) +t SCr, 6), 

(2.10.3) 

其 中 | 
S(r, G) = Oliog (rT(r, G))}, 

于 无 穷 级 时 可 能 须 除去 一 列 总 长 为 有 限 的 例外 区 间 序 列 ， 

为 了 证 明定 理 2.33 , 先 证 下 列 引 理 。 

引 理 27 设 tai(R 一 1， 2 9) 为 允许 向 量 组 ， 继 令 
FA(s) 一 G(x) - a 。 对 每 一 2 C0, 按 模 的 递减 排 置 1F。,(z) | 之 
| ECz) 六 之 1Per(z， 则 对 于 1 和 7 二 PP 和 1 所 二 
9 一 P 十 1 有 

si < KIFe (sD!, (2,10.4) 
其 中 天 为 与 4att*} 有 关 的 常数 ， 
证 明 对 每 一 s EC, 设 部 合 于 1 所 4 一 十 1 从 方程 组 
ok 一 gglz) 十 十 RE 
(z) =—at 0 Tp Bp) 


好 1 一 p 十 2 


Fake) 一 qi pgs) 十 4 By 
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解 出 gCz),，-… ,gp(#), 并 表示 为 Pei(Cz) Pernrat?),: “ Ca) 
的 常 系数 线性 组 合 。 由 Fs;(w) 的 脚 标 排列 次 序 的 规定 即 得 所 证 . 
推论 1” 对 每 一 ze C, 至 少 有 9 一 ?十 1 个 F(z) 过 0 

事实 上 ， 由 假设 {8;(z)} 不 在 同一 点 取 零 值 。 根 据 估计 式 
《2.10.4) 即 知 , 对 每 一 z56EC 至少 有 4 一 请 十 1 个 Rio 关 0。 

推论 2” 设 (8 记 ， po) 是 (1,2,-…, 4) 中 任意 
4 一 ?了 个 数 的 组 合 ,对 每 一 z&《 C, 定 义 


PO) mt le | Fale) Fp) 
则 有 
《4 一 如 )TGr，G) < > FKret)a6 + OC)Y, (2.10.5) 


证 明 由 引 理 2.7, 对 每 一 ze C， 
gC) < KI F(a)) 


gD) < KIFo, ,CL. 


由 此 ， 
lg; (2) | 全 地 < Koel Faz) a “Fa ,C2)| 
< Ke omas {Fn Pook), 
从 而 


(9 一 人 7(r:G) = (4 一 让) 二 | log g(r ete]dB 
2z J 
— (4 —p)logg(0) 专 尘 F(re’s)ad6 + O01). 
2x 1 


定理 2.35 的 证 明 。 由 定义 


Pe, (2)Po,ls) Bi(s] gp(e] fatenatop 
Pei(z)Bon(z] | | gs)gots) a yop) 

3 
站 Si Dz) ge (2) Aaa bp 


见 有 
W{F,,, 人 F,,) 一 cfKoi cp )W ( gi, E 8 
其 中 Wl , po) 为 由 (ze pos) 的 Wronski 行 列 式 ， 
cle -…*，ap) 表示 上 式 右 端 常数 矩阵 的 行列 式 。 由 候 设 ta 
是 允许 向 量 组 , 故 ce(&，-…, 0p) 关 0。 又 因 (8C3), ,fr(#)》 
是 线性 独立 的 , 改 本 (gt 信和 gp) 共 0。 现 设 中 ，…… apypiy > 
Pe_s 是 (1, 2,……?) 的 一 个 排列 , 则 有 
Fo Cx) -°Foa (x)Fs,(2)"F pls) 
ca, " ,0p )W (CF,,, 2 “Fo,) 
cfoas sp Fg G2): Feopl#) 


一 1 2 1 
Folz) .., Poplz) 
Fo (2) Fo, (2) 


PE 


Fa (sz) Fe (4) 


Fs (x) °° Fo,ls) 


二 二 
IFCSg 8 人 


令 Weepl#) = WW(Fo Fo)!F(s) Po ， 并 对 每 一 
z& Cs, 定义 
Wl2) 一 max{log |W oa...»,(7) 1}， 
注意 到 日 (x) 与 @,…, aps 所，-…*, Ba-s 之 排列 无 关 , 因 此 
Fls) = W(x) + tog IHCz)|, 
从 和 而 
. 和 2 
六 | Fl(re®)d0 一 二 人 W(re'ma0 
十 log |H(r ee)146。 
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现 进一步 估计 上 式 右 端 两 项 。 
关于 第 一 项 ,显然 有 


|" 3 > (-， 下) 
27 

ME Oe 
关于 第 二 项 ,由 Poisson-Jensen-Nevanlinna 公式 ,有 


1 fr 
log | 本 (refe)1GB 
.| 


区 w(r， 十 ) — NCr, H) + log |H(OD), 


叉 由 引 理 2.7 的 推论 1°, 对 任 一 aE€ C, 在 在 Bis Bs '*:, Pap 使 得 
Fs C2) °F gop Cx) 0. 因此 ， 瑟 (2z) 的 零点 必 为 Woe.ap C2) 之 极 ， 


Fk Ft: ‘p(s) 
即 为 区 or 一 2 一 1 定 和 和 … 0 的 某 此 要 加 项 


Fa Flips) 
Ra C0 "Fela) 一 之 极 ， 其 重 级 不 超过 这 些 相 加 项 粗 应 的 重 级 


之 最 大 者 , 此 外 ， 显然 这 些 项 的 极 由 其 因子 的 分 母 之 零点 所 产生 ， 
今 若 zs 是 Folz) 的 六 重 零 上 ， 则 必 为 P92(z) 的 7; 一 说 重 零 
点 .因此 ,x 是 80Cz)/ Falx) 的 如 重 极点 .但 知 ! 志 多 二 p 一 1， 
收 


了 
n{(r， 于) < S) np(r ,P= 0) 
H 1 


Sm 2 np-i(r sal), 
”由 引 理 2.7 的 推论 2° 便 得 
(9— T(r,6) < DF Nelr, Fi = 0) 


—N(r, H) 十 QO(r, 6), 
应 用 对 数 导数 平均 值 引 理 即 得 (2.10.3), 
定义 2.10 设 w(s) 是 (2.1.5) 所 确定 的 > 值 代 数 体 函数 , 车 


1 了 1 


4 (2)，A,1(z)，- ,Ao(z) 线 人 性 无 关 , 则 称 w(x) 是 一 般 型 代数 
体 函 数 ， 

定理 2.36 设 w(x) 是 2 值 一 般 型 代数 体 通 数 ，arE C， 一 
1,2,*…,49 是 4( >>2> 十 1 个 判别 的 复数 , 则 有 


《4 一 —1)7 3 ~ S N, > +s » 皇 
2 (Cr,w) > ( 人 |) (+, wv) 


(2.10.6) 

其 中 S(+, w) 具有 余 项 的 性 质 。 
证 明 令 G 一 (4,(2)， 41(?)，，:，A,(z))， 继 令 ab 一 
《at 红外 一 1，2，*:"…,9。 由 于 {mx} 是 判别 的 复 
数 , 故 a*’ 是 允许 向 量 组 , 并 且 $x) 一 (zs, 44) 一 G(z) .at 一 


Y a44i《z) 是 允许 线性 组 合 。 应 用 定理 2.35 便 得 


(9 一 3 一 1)7Cr， 6G) <= Dl Ns, grt =0) + sr, OG), 
k=1 


(2.10.7) 
此 外 ,显然 有 Nr 机 一 0) 一 ?WN, ("二 一 一). 又 由 定理 2.19 


有 
Tlr, G) = v7T(r,w) + 0O(1), 

综 上 各 式 风 得 (2.10.6). 

由 (2.10.6) 出 发 可 以 讨论 一 般 型 代 歼 体 函 数 的 与 量 关 系 和 唯 
一 仁 问题 ， 并 可 游 虑 重 值 对 一 般 型 代数 体 函 数 的 亏 值 数 和 唯一 竹 
定理 的 影响 。 另外 应 用 定理 2.35 还 可 以 得 到 亚 纯 隔 数 第 二 基本 
定理 的 推广 ( 何 育 移 [5]) 

定理 2.37 设 w(z) 是 C 上 亚 纯 闵 数 , {qiCz)}, ij 一 上 2 
如 一 工 为 线性 无 关 的 亚 纯 通 数 且 满足 

Tlr, pi) = olT(r, w)}, 1 一 1,2,."……,p—1, 

又 会 
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p~—1 
brls) 一 人 1 afpi(z)， f= 1,2,--.,49, 
j=1 


其 中 对 不 = 1, 2, "9 {at} be {Caf, EL a 一 1)} 是 允许 
训 量 组 , 则 有 
《9 —p—oll)TCr,w) < 9N, (rs,w) 


+ > Np (， jz) + S{r, w), 
其 中 S(r, w) 具有 余 项 的 性 质 ， | 
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第 三 章 ” 复 域 的 常 微分 方程 理论 初步 


息 然 科学 中 的 物理 、 天 文 以 及 数学 中 的 几何 学 和 工程 技术 中 
的 许多 一 般 规 律 可 以 用 常 微分 方程 来 描述 ， 而 这 些 问题 的 解决 有 
待 于 对 方程 的 解 的 认识 。 如 果 方 程 的 解 能 用 已 知 初等 函数 的 有 限 
合 怕 示 出 来 、 那 未 人 人 们 便 能 从 这 些 医 数 的 性 质 了 解 方 程 的 解 的 
性 质 。 但 数学 家 们 很 快 发 现 ,这 种 可 积 关 型 的 方程 极为 罕见 ,因而 
提出 直接 从 微分 方程 出 发 来 研究 解 的 人 性质。 特别 是 Cauchy 兽 指 
出 ,在 对 微分 方程 作 相当 广泛 的 假设 下 , 它 的 积分 是 复 变 数 的 解析 
六 数 。 内 此 , 把 微分 方程 的 解 视 为 由 其 定义 的 解析 函数 ,应 用 复 变 
阴 数 论 的 一 般 方 法 ,从 方程 本 身 来 研究 解 的 性 质 , 便 构 成 了 常 微分 
方程 的 散 析 理论 , 常 微分 方程 解析 理论 的 先驱 性 工作 是 由 Cauchy， 
Riemanpn、Fuchs，Painlew 和 Poincare 等 人 作出 的 。 


53.1 Cauchy 存在 与 唯一 性 定理 


微分 方程 理论 中 最 基本 的 问题 是 已 给 方程 是 否 有 解 和 研究 解 
的 性 质 。 实 味 问 题 中 常常 是 求 适合 某 些 补充 条 件 的 特 解 ， 如 下 述 
的 定 解 问题 , 即 Cauchy 问题 ; 


可 
| — f(z, w)， (3.1.1) 


wt( 20) = wo, 
在 复 域 中 通常 应 用 寡 级 数 展 式 和 优 通 数 方法 来 证 明和 解 的 存在 和 了 唯 
一 性。 为 此 ,我 们 先 介 绍 优 级 数 和 优 画 数 。 
我 们 用 CG” 表示» 维 复 空间 。 设 在 以 《21, zw、-… 88】 为 心 
的 多 圆柱 
Py,— {8 , Se) EC , |2iO— | < ps7 = 1,2,..., #} 


内 有 两 个 群 级 数 
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"TY KT 


BY as ss 5 (3.1.2) 


i 十" 计 站 月 到 间 


和 和 
> A mt{ wl a 2 )™. . 飞 #。 -一 ge, (3.1.3) 


其 中 mi 一 1,2,*…,#) 为 非 负 整数 。 若 对 所 有 的 系数 恒 有 

[ amma | < A 
则 称 (3.1.3) 是 (3.1.2) 的 优 级 数 ， 若 (3.1.2) 和 (3.1.3) 在 P, 内 分 别 
站 化 于 天 zy 24) 和 F(z,…… ;zzo)， 则 称 忆 为 了 的 优 画 数 ， 
并 记 为 1 FF。 

下 面 我 们 来 考察 求 一 个 多 复 变 数 金 纯 函 数 的 优 函 数 的 方法 
(关于 多 复 变 数 全 纯 函 数 的 初等 性 质 , 请 参看 旦 .Cartan 12]). 设 
Hz --，zs) 是 多 闹 柱 P。 内 的 全 纯 函 数 ,于 是 有 

jms 一 豆 semrma(ai — sm gs — 2 (3,1.4) 
若 取 Bp 一 (sz EC, 1a 一 app i~l1, 
2 :zj, 则 f(z1,.…, zw) 在 了 上 全 纯 , 因 此 存在 对 > 0, 使 
得 (s1,-……, zo) € 瑟 ， 且 有 

(fCm sz) < 对 。 (3.1.5) 
现在 , 令 sj 一 站 一 pie jy 一 1，2,…,#, 于 是 (3.1.4) 碾 为 
fey mp) 


ee 
X erimd rtmadn! 机 {3,.1.63 


上 式 两 端 取 共 辊 便 得 
f(z1, 人 ,20) 2 Jo "(pays 


7 + nd 

x ein) ， (3.1.7) 
将 (3.1.6) 和 (3.1.7) 相 莱 , 对 8 …，, 9。 从 0 到 2x 积分 并 注意 到 
0 ， Wp; 小 jy 


下 
过 这 3 Mi 一 ?i, . 


. ed0 -| 
便 有 
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1 2 人 人 | 
Ba d0.. |. 有 6。 一 Slam pm Cpa) rn, 


根据 (3.1.5) 有 
la < Mp)™ pn), 


若 取 4 一 MACogm ps)"e, 便 得 f(z,,…, zo) 的 一 
个 优 消 数 
已 (5 Sh) > 人 …( ee 
i 


2 —M/( 一 和 了 到 (1 Se 
p; : pa 


对 于 给 定 的 爹 纯 函 数 天 5s,，,…-, 2,)， 除 了 上 述 的 Cauchy 优 
访 数 外 ,还 能 有 甚 它 的 优 函 数 。 例 如 , 由 于 


ee pz ps 


< 人 2 二 :十 各 二 2), 
Pa Pn 


则 得 到 F(%,.…., 2,) 的 一 个 优 防 数 


Gti ea (t= 有 


2 -一 中 十 za 一 人 0 
SC WE 上 
现在 ,我 们 应 用 优秀 数 的 方法 证 明 如 下 定理 : 
定理 31 (Cauchy) 设 帮 syt tn 一 1， 2 39) 
在 多 圆柱 已 一 {(z， pn Wo) EE Co 1 一 知 | rr, |w 
Wi < py5 一 1，2， 3)} 内 为 全 纯 细 数 , 则 方程 组 的 初 值 问题 
| cao -- 人 


dz 5 一 1, 2 3 (3.1,8) 
2 区 go) 一 tw 


鞋 少 存留 
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D— {séC,ls — ml Sn(l— om) 
内 存在 唯一 的 全 纯 解 ， 基 中 了 过 p 过 min {ps}, Or +, 
M( 之 0) 是 只 与 +,p 及 所 在 关 的 一 个 常数 ， 
证 明 首先 将 问题 稍稍 化 简 。 令 Z 一 2 一 %0 Wi 一 wv 一 
wis5 一 1,… zs 于 是 :问题 化 为 


7 _? a 
| > plZ, Ws:**, Wo,) (3.1.9) 


Wd) = 0, 
其 中 捧 (2 Wi,.…， Wn) 在 多 网 柱 
{(2, Wis*: -ss Wa) EC NZ! <r, {HW,| < po,, 
so=1,-..., #} 
内 全 纯 . 
现在, 设 窜 级 数 


W: = Pp(2) = a2" (3.1.10) 


mas 0 


形式 地 满足 方程 组 (3.1.9)。 将 (3.1.10) 和 所 的 震级 数 展 式 
对 erereemnZme WW 名 ,WV 代 人 (3.1.9), 比较 两 端 关 于 的 同 
次 等 的 系数 ,得 到 

ao) - ps:(0) 一 小 

a — (dp) ~ b0,ees 0) = op 


dF /0 
a 人 二 +) 


2 二 "0) 十 a ao, 必 LA 中 
1 


Peeanr 


网 1 /a™ 总 ee i 
at 一 (Zo) 一 Peat), so ,abem le) ) 
mI! “QZ”"/a 


其 中 Pm 是 do 的 正 系 数 多 项 式 且 指称 为 p10 十 mm 十 
十 as 夺 m 一 1 者。 于 是 ，a'”’ 能 相继 定 出 .又 知 金 纯 册 禾 由 其 
se 而 全 纯 解 的 展 式 的 系数 是 用 唯一 的 方 
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式 所 确定 的 ,因而 若 间 题 (3.1.9) 存 在 全 引 解 , 则 解 是 唯一 的 ， 
-下面 我 们 证 贡 血 级 数 (3.1.10) 在 某 个 圆 内 收 化， 我 们 取 ”+ 各 
?使 得 0 < 之 +r,0 <<p < ,min {p:}, 则 在 千 多 俩 柱 {(Z,W,， 
WIECH HZ| En IW So := 1,..., 7}E {F(Z, 
厂 则 ,多 < 扫 M。 由 上 面 可 知 
站 DZ Ws We) & F(Z, Wyss, Wo,) 


-MA -zi- Le -二 
再 考察 辅助 微分 方程 组 
:一 F(Z， 丈 :…， Wa)ss (3.1.11) 


上 面 的 式 子 两 端 减 一 F(Z, Wi-……, 印 ,) 得 到 
dWs: dW 
adZ 如 了 
故 方程 组 (3.1.11) 具 有 桢 疝 初 值 WW:(0) 一 0 的 积分 是 恒 等 的 , 即 
WA(Z) 三 … 三 分,(Z)， 因此,(3.1.11) 可 用 一 个 方程 


dW Z nm 
1 
W(0}= 0 

来 代替 。 与 方程 组 (3.1.9) 祖 仿 , 可 以 找 出 级 数 
Wo 2D) BuZm (3.1.12) 


WO 


作为 方程 (3.1.11》 的 解 的 形式 展开 式 ， 这 个 级 数 的 系数 是 通过 展 
开 式 


3 fm2,"+**, HH, 


MM 
一 三 ) 一 到 十 十) 
、 np 


= 了 Beor ss pA “VT 
的 系数 ， 借助 于 与 前 面相 疗 的 公 
Bn = PA BO Bo) 
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来 确定 的 。 极 据 优 函数 的 性 质 有 
| ze? 二 pea > ad -D0)| 
过 Pb A sb ps mt)) i Bs 
因 紫 充 {3.1.12) 的 收 伐 处 ,(3.1.10) 是 绝对 收 合约 ， 
汶 一 方面 ,上 方程 (3.1.11 )' 能 分 离 变 数 并 得 到 


Q —)aw 二 Maz /(! | 


对 上 式 两 边 积 分 就 有 
_aWY ,2M {| 2 
( 二 log (1 +K, 


当 K 一 1 时 这 个 积分 满足 初始 条 件 ,于 是 有 
Wo= sf a 二 log{1 一 2 让. 
此 函数 的 奇 虚 为 log (1 一 乞 ) 的 奇 点 Z 一 ” 和 根 号 中 的 表达 式 


为 堆 的 点 Z 一 ri 一 eaan)(<r。 于 是 , W(Z) 在 [Zi 过 
A 
ri(1 一 eagzn)》 内 是 全 纯 的 ,(3.1.12) 在 此 加 内 收效 ,从 而 (3.1.10) 


在 此 圆 内 收敛 于 全 纯 哨 数 , 
推论 ” 兰 方 程 
了 一 和 (3.1.13) 


的 右 总 入 zw w”) 在 点 《ao ts 区 ap 人) 的 邻 
域 中 全 纯 , 则 方程 (3.1.13) 在 点 am 的 邻 域 中 存在 满足 条 件 


wz0) 一 Wo wg) oy Ww Ns0) — wi 
的 全 纯 解 ,并 且 是 唯一 的 。 
事实 上 , 令 
dw dew dwn a 
Ag 13? [ ds f(s, Wy tis > Wn i), 


区 化 为 定理 3.1 的 情形 . 
关于 微分 方程 的 解 的 存在 与 唯一 性 定 埋 还 有 其 它 的 证 明 方 
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锥 。 下 面 用 逐次 通 近 法 证 明 。 
定理 3.2 (Picard) 设 方程 (3.1.1) 的 右 店 所 x, zw) 在 双 贺 柱 
P {(z, w) 6 C,|s zo| < Y1y | zl 于 swe| < ra} 上 全 纯 ， 并 县 
max{ If Cz, ti 让 委 M， 则 在 五 一 1zedC, ilz 一 如 < 了 fr 过 
mintriy ya ii 内 存在 唯一 的 全 纯 解 w(x) ,使 得 we 人 (oo) 一 sv。 
证 明 先 芳 虑 汕 数 w 一 wo 为 方程 的 第 一 个 近似 解 。 由 
ss) a fg 


3 to) 。 wit zo) = wy 
和 : , 
wilx) 一 4 十 HZ, to ?dr 
秦 定 下 一 个 近似 解 。 现 用 递 推手 续 置 

dw lz) 


gd jz, Wer Ce) ), wa( Zo) 一 wo 
dz 


和 
wo) = wt | KE, ws 5))eS 
确定 第 ”十 工 个 近似 解 。 如 此 继续 得 到 
fun(e)]， n=0,1,2,."., 【3.1.14》 
现 令 + 一 min{r1, raf ,我 们 先 难 证 : 当 z ED 时 ,上 面 进行 的 
手续 是 合 至 的 , 即 (zs,w。(s)) Ee P， 事实 上 
拘 | I fb, wo)dt| < Mlz 一 al < 


今 设 zx ED 时 有 |wri (bs) 一 so 夺 f9， 则 将 ws-iLx) 代入 
i{z, w) 和 村 有 有 意义 ,于 是 同样 有 
Iw ls) 一 eol SO. 
下 面 证 明 (3.1.14) 的 收 合 性 。 为 此 ,我 们 置 
Walz) 一 wo (wa) 一 ao) tt 二 (wy) 一 Wait2) ), 
其 此 ,内乱 证 明 级 数 之 (wska) 一 ws-1(x)) 收 化 网 可 . 
由 于 fz, w) 在 P .上 是 全 纯 的 ， 扩 s, w ) 在 PP 上 是 忆 的 全 纯 


淫 数 (参见 H. CartanL2], p. 135), 5 在 P 上 是 全 纯 的 ， 因 此 存在 
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仅 依 束 于 乙 和 | 2 | 的 正常 数 使 得 


人 Of(z, w) gy 


lfts, zz 一 f(z, ws)| Ey WC) Ow 


& KIw(s) — wi(x#)), 
根据 w,(e 的 构造 使 有 


wba) — woF S| HE, wt) — HE, wo)l Ha 


< 0 = ae 


之 


由 归纳 法 可 证 

wn C2) 一 wna C2) 
岂 此 可 知 , 当 ge 了 时 ,级 数 Za pa 一 ws-i(#)) 绝对 且 一 得 
收 敏 ， 册 Weaierstrass 定理 ,在 DD 内 

wx) 一 lim wate) 
是 全 纯 的 ， 并 且 wt(#0) 一 lim wt 20) 一 上 mm。 又 对 所 有 的 xn， 当 
zs ED ,1wale) 一 to 委 ra 政 有 | wz) 一 tel 有 ra 并且 
wa) — limwals) 一 wa 十 Jim 人 5, wo 5)) a 


i ME” 一 Lk MK Tr" 


nr 


— wt | He, wt))at, 
通过 求 导数 有 


~ 


Ae 
dz 
好 w(x) 是 方程 (3.1.1) 的 解 。 : 

如 定理 3.1 一 样 ， 可 证 明 (3.1.1) 的 全 统 解 是 唯一 的 。 因 为 每 
一 个 全 症 防 数 能 由 它 在 ze 草 各 阶 导 数 的 信 唯 一 确定 , 高 这 些 导 数 
的 信 可 通过 (3.1.1) 纤 一 确定 ,出 


# 3 。 


wm%m) = ao， ws0) = f(zo, wo), 


Of( wo, wo) 十 Of( z0, wo) 
Oz Ow 


w’'(20) = tr 人 (人 so) De 


定理 证 毕 ， 

项 存 , 我 们 考虑 这 样 一 个 问题 : 是 和 丛 存在 以 *。 为 奇 点 的 解析 
毅 数 wks) ,在 某 一 曲线 上 它 是 方程 (3.1.1) 的 解 , 且 当 x 沿 虐 趋 
近 于 z%0 时 ，w《x) 趋 近 于 ww， 府 其 导数 趋 近 于 w' 一 Hs, wo)? 

在 研究 这 个 问题 时 ， 我 们 必须 规定 * 趋 近 于 zw 的 县 体 含义 。 
如 果 说 这 对 于 可 求 长 的 上 是 清楚 的 话 ， 那 末 对 于 不 可 求 长 的 工 还 
必须 作 若干 说 阴 。 

定义 3.1 若 对 于 人生 一 s > 0, 总 可 以 找到 一 点 e《 工 ， 使 得 
对 于 曲线 工 上 所 有 在 a 后 面 的 点 *, 有 1 一 so| 之 6, 也 就 是 说 z 
沿 着 曲线 工 物 近 于 so (zw 可 以 只 是 工 的 浙 近 点 )。 

现 设 f(z, w) 在 (zw, sn) 的 邻 域 中 全 纯 , 则 存在 r1 之 0 及 
rm0， 使 得 f{s,w) 在 P={(s,w)€ C0, 1z 一 zol < 委 ri 
iw 一 mm| 和 和 上 是 全 纯 的 ,并 且 |f(s,w)| < M。 设 P= 


{2, w) 人 < 中, 在 Pi 的 内 部 
任 取 (zs wm), 则 fs,w) 在 Pa 一 sw)eC, ls 一 oa 写生 ， 
Iw 一 wl 之 呈 ) 上 是 全 统 的 , 且 |Kx，w)| < M， 根 据 定理 3.2， 
方程 (3.1.1) 在 加 |z 一 | < 二 一 min{ 呈 ,rs/2M|} 内 存在 全 六 解 
w(z) ,使 得 w(x4) 一 tr。 只 要 《〈2 tr)e Pi 全 纯 解 的 收 敏 半径 
记 就 不 变 , 当 z 沿 曲 线 工 趋 近 于 zx 时 ， 设 有 (3.1.1) 的 解 趋 近 于 
tos 于 是 总 可 以 在 上 上 取 一 点 za 使 得 |z 一 zl < 2 并 且 使 得 
(3.1.1) 的 解 (可 能 除去 xm 外 , 在 工 上 是 全 纯 的 ) 的 对 应 值 满足 条 件 


(ae — swil 二 号 ， 
2 
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因为 1 一 ai| 二 , 故 m 在 圆 1 一 aa| < 二 的 内 部 ， 因而 


解 w(z) 在 全 红 。 这 与 定理 3.2 所 得 到 的 爹 纯 解 相同 。 从 而 
证 得 了 

定理 3.3 (Painlevé) 如果 方 程 w’ 一 f(z,w) 的 右 端 1z， 
ww) 在 《wm%, wn) 处 全 纯 ; 则 除了 当 > 一 am 时 取 值 xm 的 全 纯 解 
外 ,就 不 再 存在 有 任何 其 它 的 解析 水 数 解 ， 且 当 zs 趋 近 于 zw 时 它 
直 近 于 wn。 | 


§3.2 奋 点 


由 Cauchy 存在 与 唯一 性 定理 知道 ， 微 分 方程 解 的 奇 点 只 可 
能 在 不 满足 定理 3.1 的 条 件 的 那些 点 处 产生 。 如 果 分 析 这 些 不 正 
常 点 的 各 种 状态 ,就 有 可 能 说 明 奇 点 的 实质 意义 。 例 如 ,微分 方程 
上 一 1/2zw (3.2.1) 
的 右 端 当 # 冯 0 与 ww 也 0 时 是 全 纯 的 ， 为 了 考察 在 z 一 oo 的 情 
形 , 作 代 换 = 一 过 得 到 
dw 
dz: 
其 右 端 当 有 z 一 0 (zs 一 co) 时 不 全 纯 ， 因 此 ，(3.2.1) 的 解 在 点 
z 一 0,oo 妆 z 一 0 处 可 能 有 奇 点 。 实 际 上 ,方程 (3.2.1) 的 积分 为 
wls) 一 W log (Cx), 
其 中 C 为 积分 常数 ，z 一 0,ce 是 它 的 超越 奇 点 ,而 * 一 C7! 是 它 
的 代数 枝 点 ， 如 末 将 (3.2.1) 号 为 
2wau’ 一 1 一 0 
它 对 w' 的 偏 导数 在 z 一 0 与 «一 0 处 为 直 , 因 而 是 退化 的 。 由 此 
可 见 , 微 分 方程 的 解 的 奇 点 是 特 铁 的 、 退 化 的 、 具有 某 种 不 确定 性 ， 
或 无 限 性 的 那些 点 . 
定义 3.2 ”微分 方程 的 积分 的 奇 点 ,其 位 置 与 礁 定 积分 的 初始 
值 无 关 者 , 称 为 国定 奇 点 ， 积 分 的 奇 点 ， 其 位 置 与 初始 值 和 有关 者 ， 
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一 一 1/2zttp， 


丈 为 流动 奇 点 。 当 绕 奇 点 环行 一 - 丑 回 到 起 始 位 置 时 ， 积 分 的 值 必 
变 , 此 奇 点 称 为 临界 奇 点 ; 当 绕 寄 点 环行 时 ,积分 的 值 不 改变 ,此 奇 
点 称 为 非 临界 奇 点 。 

极点 是 非 临 界 奇 点 ,代数 核 点 和 对 数 村 点 都 是 俐 界 奇 点 

不 难 举 出 各 种 不 同 奇 点 的 向 分 方程 的 重子 ， 如 方程 

Ww' 一 — tw (3.2.2) 
有 积分 w(z) 一 11(z 十 C), 以 z 一 一 C 为 流动 ( 非 临界 ) 极 点 . 
此 例 也 表 肛 ，Cauchy 定理 是 一 个 “局 部 性 * 定 理 。 虽然 (3.2.2) 在 
有 限 的 双 圆 往 内 满足 定理 3.1 的 条 件 , 但 不 存在 在 有 限 平面 内 的 全 
纯 积分 ,这 是 庄 于 存在 流动 奇 点 而 引起 的 。 例 如 方程 
: 2w = —w 

有 积分 wlz) 一 1 Mz 十 C, 以 :一 一 C 为 流动 临界 极点 .方程 


Ww = — wi 
有 积分 wz) 一 exp {二 二 C ), 以 z 一 0 为 固定 本 性 奇 点 。 方程 
zi 一 2a 一 1)701 + ww) 
时 Yi | 
有 积分 w，(o 一 四 [lag(Cz+CD3, 以 z 一 | ep(tze+ 于 cc 
为 流动 极点 ,以 z 一 一 C/C 为 流动 本 性 奇 点 。 
下 镭 我 们 对 一 阶 方 程 


dw 一 Pls, w) 


A Ofz， wy wz0) = wo {3.2.3) 


Pp 


的 奇 点 进行 详细 地 讨论 。 其 中 P(s,w) 一 ZI ajCw)wi, Q(z, w) 


in0 
一 D642) wk {ai(2)} 和 {64Cz)} 是 z 的 代数 体 涵 数 . 
*=0 


首先 ,我们 列举 方程 (3.2.3) 的 解 的 可 能 有 的 固定 奇 点 。 第 一 
类 是 {aj()} 和 {6x(z)} 的 奇 点 , 即 代数 体 通 数 可 能 有 的 奇 点 : 
代数 分 核 点 、 分 枝 极 点 、 极 点 和 本 性 奇 点 “一 co。 这 类 把 的 个 数 
一 多 可 数 ( 在 代数 泡 数 的 情况 下 为 有 穷 ), 记 为 
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See 
第 二 类 是 使 得 8(4, w) 恒 为 零 的 点 品 王 {ty}。 此 时 在 点 
z 一 t; 处 所 有 的 代数 休 冰 数 如 (2) ,5.4(z),，…… ,bglx) 为 零 。 设 
Vi(z, za) 一 0 是 确定 代数 体 责 数 5bj(z) 的 代数 方程 ， 则 中 是 
VAXx, 0) 的 公共 根 量 至 多 是 可 数 多 个 。 若 与 (zx) 是 代数 函数 ,并 
令 中 一 degLFizs 0)1， 则 显然 公共 根 的 个 数 不 超 过 m;， 央 此， 
在 至 少 有 一 个 代数 函数 的 情况 下 , 5 的 个 数 是 有 穷 的 . 
第 三 类 是 结 式 RCL 了, 9) 的 零点 5 一 4c;}, 即 表示 存在 使 
得 P(e,, Uo) 一 (Ceiy wo) 一 0. 但 知 


apfz)。ap_iKz) coks) 0,--*,0 | 
0 ， Gp(s) ?二 泛 ai(z), Cofe] 0,...,0 i 
0 >0，cptc)，-"……， Re 
Re To), be aCe) ,es bobz), 0, | 
0， Bots),"**, ee bolz) ， i ‘p+1 
oe | 
} 


0,-..-， ,0, 加 fs) 9 bols)! 
这 是 一 个 代数 体 函 数 ， 它 的 零点 至 多 可 数 。 在 代数 函数 的 情形 是 
有 穷 多 个 . 
第 四 类 是 如 下 的 点 集 : 当 (3.2,3) 的 解 为 无 穷 时 ， 用 代 换 
w 一 二 , 则 (3.2.3) 变 为 


du 2 、 i a (和 u) (3.2.3) 
dz o (< 二) Oi(z, «) 


其 中 P 和 9 分别 是 系数 为 44j(s)} 和 {24(*)} 的 # 的 多 项 
式 。 此 方程 的 夯 定 奇 点 也 是 (3.2.3) 的 固定 背 点 ， 集 3 和 3 不 变 ， 
但 RCP1, 91) 的 零点 集 不 -… 定 与 RCP , 8) 的 零点 集 相 问 。 闪 
为 Pi(z,0) 一 0 和 9i(z, 0) 一 0 的 公共 根 包 食 在 RCPi, 89.) 的 
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零点 集 内 ， 而 这 些 公共 要 不 在 RCP, 8) 的 零点 集中 考虑 。 增 加 
的 这 些 点 集 记 为 5 一 { 开 }。 它 至 多 是 可 数 多 个 ,在 代数 沙 数 的 情 
况 下 是 有 穷 多 个 ， 

令 5=5.USUS, US,5 是 方程 (3.2.3) 的 积分 的 可 能 的 辣 
定 亲 点 集 . 

注 5 的 点 不 一 定 是 解 的 奇 点 、 例 如 

w=l+s ww — sew wo mwls, 

z 二 0 是 上 述 两 个 方程 的 益 点 ，wv 二 z 是 第 一 个 方程 的 特 解 ， 在 
z 二 0 是 全 纯 的 。 第 二 个 方程 的 积分 为 w 一 Cs。C 一 0 时 对 
任何 的 ww, 它 在 zx 一 9 处 是 全 纯 的 ; C 关 0 时 当 w 为 正 整 数 时 在 
z 一 和 全 纯 ， 当 因为 负 整数 时 太一 0 为 极点 ; 当 攻 为 有 理 数 时 
以 z 一 0 为 代数 分 核 点 或 分 核 极点 。 其 余 的 情形 以 * = 一 0 为 超越 

现在 我 们 来 考虑 方程 (3.2.3) 的 积分 的 解析 开拓 。 议 下 我 们 总 
是 假定 ,路 径 工 满足 定义 3.1 中 的 条 件 。 

设 F(x, ww) 一 Plz, w)/0(z, ww) 在 (zo, ro) 全 纯 ,z06 5， 
则 由 定理 3.1， 存 在 局 部 全 纯 解 w(x)。 从 解析 开拓 的 观点 来 看 、 
这 就 给 出 了 一 个 解析 函数 元 素 w(z3 zi zo)。 设 它 可 党 从 %。 出 
发 的 路 径 工 解析 开拓 到 zi, FEs，、w《(z; zo、，we)] 洛 着 同一 路 径 进 
行 解析 开 托 。 现 在 我 们 研究 当 * 沿 着 工 趋 于 za 时 ， 解 w(x) 的 性 
质 。 显然 ,有 如 下 的 几 种 可 能 性 ; 

1 az 0 Wo) 一 zy F(z, w) 在 (ms, wr) 是 全 纯 的 . 

2° F(z, wv) 在 《zi wi) 不 全 纯 , 但 [Flz,w)] !' 在 (z4swn) 
全 纯 且 98(z, z) 天 0. 

39 如 2 一样, 但 9(z，w) 二 0. 

4” P(z， wb)》 和 0(z，w) 在 《ma，m) 全 纯 ， 但 它们 在 
(21，t1) 全 为 零 . 

59 Plz, w) 和 Q(z, w) 中 至 少 有 一 个 在 (zs ww) 不 全 
纯 ， 

6 当 za wz 3 0) 一 co。 
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7 当 z 一 2 时 w(z; szm) 不 趋 于 任何 有 穷 或 无 穷 的 
极限 ， 

我 们 将 证 有 明 : 在 1° 的 情形 x = zt 不 是 艇 的 奇 点 ; 在 2* 的 
情形 z 一 x， 是 流动 代数 枝 点 ;在 3° 一 5* 和 7? 的 情形 zx 一 % 属 
于 5; 在 6° 的 情形 x 一 s， 可 雇 是 多 定 的 或 流动 的 奇 点 。 

定理 3.4 若 (3.2.3) 的 给 定 解 的 解析 开拓 在 x 沿 工 趋 近 于 和 
时 趋 于 xi 县 F(z, w》 在 (zi, wv》 全 纯 , 则 局 部 解 ww(%;%1, ww1) 
给 出 给 定 解 在 w(z; zi1, m1) 为 全 纯 的 加 内 的 解析 开拓 ， 

证 明 ”对 于 工 上 的 所 有 点 2*, 包括 xz 一 在 内 ， 局 部 全 
纯 解 w(z;5 za*, my) 存在 ，w(z; wi) 在 现 Iz 一 x < 天” 内 
是 全 纯 的 。 存在 2*E 工 使 得 |z* 一 有 | <r， 根 据 定 理 3.3， 
2 人 (3 2 亲人 2 是 wz so to) 
的 解析 开拓。 

定理 3.5 若 z 沿 工 物 于 有 时, wz; zo ww} > ww P(z, wv) 
和 9《z,w 在 (zs t) 全 纯 ,P(g oo 关 0, O(a, w) 在 ww 有 
帮 重 零点 , 则 z 一 如 是 wls; zo wo) 的 六 十 1 工 阶 代 数 枝 点 。 

证 明 ”我 们 考虑 方程 

人 既 ~ Q(z, w)/ Plss w), sw) 一 as 
diw 
由 定理 3.1, 存 在 唯一 的 全 纯 解 
#10; ti 21) 一 和 十 > C(t — tn) 
如一 上 
因为 Ba w) 以 w 一 如 为 g& 重 零点 ,所 以 Chkrr 取 0, 因而 


5 一 gil 一 3S) CA 一 to) 


和 本 天 十 芋 


= (w 一 ws)tt! >) CH 区 一 twi)". 
a 


由 于 上 式 中 的 塞 级 数 3) Cypalw 一 ww) "在 ww 二 w, 点 不 为 零 ， 
将 上 式 随 端 开 衣 十 1 次 方 得 到 
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(4 ~- si) THT oe (0 — wh) | 达 A | 
n= 


一 (wo 一 mm) 2 nw — wi)”, 


w= wt dtzC— wi) ET 十 ez 一 JR 十 vv 
这 就 表明 w(z; my wo) 沿 工 的 解析 开拓 在 有 z41 有 十 1 阶 分 枝 
点 、 当 绕 和 环行 一 局 时 ,和 十 工 个 分 枝 彼此 互 换 。 
当 w(x#; wm%, ww) 沿 着 工 开 拓 到 时 ,mw 一 co, 这 时 我 们 有 
定理 3.6 若 p< 过 9 十 2， 则 (3.2.3) 的 积分 没有 流动 极点 ; 若 
P 一 9g 十 2， 则 (3.2.3) 的 积分 有 流动 单 极点 ; 若 ?之 9g 十 2， 则 
《3.2.3) 的 积分 有 临界 流动 极点 ， 


证 明 此 时 我 们 令 w 一 二,(3.2.3) 变 为 


全 一 一 el 二)/ 0 (r,t), 


于 是 当 xz 一 时 :xftz) 一 0。 设 x E58, 我 们 分 三 种 情形 进行 讨 
论 。 如 果 p 三 4 十 2, 则 (3.2.4) 成 为 


d S S 
Bu te Dab) /DY bras) -t 
de j=0 /R=0 


ee Plz, u)/ Q(z, #4), 
其 中 Pi(a，0) 二 0, 而 8; (m0) 一 54 (zm) 0， 天 则 便 有 
ZE 95S， 同 理 , {40;Cz)} 和 {54(z)} 在 z 一 “全 纯 ， 因 此 ,在 
这 种 情形 下 ,(3.2.4) 在 《4,0) 的 邻 域 中 全 纯 。 根 据 定 理 3.1, 有 
在 x 一 取 值 为 堆 的 唯一 解 .但 知 wx(z) 二 09 是 一 个 解 ,这 就 说 
明 此 种 情形 不 存在 非 国定 奇 点 . 
其 次 ,如 果 p 一 9 十 2, 则 (3.2.4) 成 为 


du 
Ey i — GG p34 2 
es (> #), 


站 
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其 中 G(s 0) 熏 一 apfs)15r(a) 车 G(z,w) 在 【2 0) 全 
纯 , 则 有 在 “一 2 取 值 为 零 的 只 一 解 。 若 ass 天 0， 则 = 是 
u(x) 的 单 蕉 点 ,从 而 是 w(x; so，two) 的 单 极点 ; 若 ap(z) 在 
2 有 普 阶 堆 点 ， 则 a(z; 2 0) 以 为 ww 十 1 阶 零 点 ， 从 而 
wlz; zoyto)》 在 2 有 和 十 工 阶 极点 。 

最 后 , 若 如 > 4 十 2, 我 代 将 (3.2.4) 写 为 


A rs, #0) ~ on, (3.2.5) 
A 


这 里 我 们 可 以 假定 R(tz, za) 在 (%, 0) 是 全 入 的 且 异 于 零 。 这 
是 由 于 zs.€5, azrfzi) 天 0, 否 则 有 zkES CS 而 H(z, 0)=0 
的 充 要 条 忻 是 gs(z) 一 4, 因此 Bl21) 天 0， 于 是 (3.2.5) 存 在 只 
一 - 解 
区 :基本 8 二 人 六 C,H", Co 活 0. 
如 定理 3.5 所 证 
ua = (2 — 0) iD) ez ~ ss) TH 

注 如 果 (zx, xz) 在 (zi、，0) 有 多 级 零点 , 则 应 将 ?一 9 一 i 
换 为 Pp 一 9 一 1 十 志 ”此 时 在 #2 一 % 有 PP 一 4 一 1 十 个 分 
校 。 

对 于 末 知 函数 及 其 导数 代数 地 出 现 询 微分 方程 称 为 代数 微分 
方程 。 对 这 类 方程 的 积分 的 研究 是 非常 重要 的 。Painteve2 曾 证 归 
一 阶 代数 微分 方程 的 积分 没有 流动 超越 栖 点 和 诚 动 本 性 奇 点 ， 这 
里 我 们 证 明 下 面 较 篇 单 的 情形 . 

定理 3.7 方程 (3.2.3) 的 积分 的 流动 奇 点 是 极点 或 代数 分 村 
点 。 

证 明 设 局 部 解 w(x; sw, tw) 沿 着 连接 zo 和 zs， 的 路 径 工 
开拓 ， 工 CCNS。 假定 解 w(z; zo, wo) 当 z 趋 近 于 s 时 不 趋 于 
确定 的 舱 限 ， 设 B(a，zo) 一 0 在 中 平 耐 的 4 个 根 为 intpo。 
作 必 二 4w:1w 一 wi| 达 7?}， 则 存在 Ds (zs) 一 {z: 1z 一 2 过 p}， 


11" 


使 得 当 se Psi) 时，Q(z,w) 一 0 在 每 个 Dh 内 有 且 只 有 一 个 
根 ， 于 是 ,存在 正 数 M ,使 得 当 xc 忆 。(s) 和 we pk 时 有 


| 了 zs | 一 (3.2.6) 


Olz, w) 
现在 取 充分 大 的 R, 使 得 De(0) 一 {w: |w| <R}OU D:， 则 


不 一 


总 可 以 适当 上 地 选取 好 ， 使 得 当 ze Do(z%1)，w€ 9Dg(0) 时 上 式 
仍然 成 立 。 事实 上 ,这 时 有 |10(zs,w)| 关 Rs 一 1580_i(z)| 
RI 一 一 |b)|1R} 之 m0 之 0。 另 一 方面 , |P(z,w)| 二 
lesz)|R? 二 十 1alz)i 志 aR?., 取 以 二 aR?jmo 如 可 。 根 


据 最 大 模 原 理 , 当 mk Da(O\U Du 时 ,(3.2.6) 仍 然 成 立 。 
下 二 1 


当 z 在 LL 上 变动 时 , 若 w(xz; zo, wo) 醒 在 Da(0) 外 时 ， 则 
ww(#; 20，、tWo) 趋 于 无 穷 ; 若 wlz; so, ww) 恒 在 某 个 De 内 , 则 它 
趋 于 wx。 但 和 根据 我 们 的 假定 ,这 两 种 情形 不 会 发 生 , 则 在 上 上 有 
无 穷 点 列 42;}， 使 得 zs 一 ;了 时，w(zj; soy w0) 一 wi€ Dr(O0NN 
Di 一 T。 若 sj€ Ds(z1)， 则 函数 P(z, w)/8(z,，w) 在 


*=1 
zi 8) 全 纯 , 且 其 模 小 于 M, 则 局 部 解 w(z; z;, uj) 存在 且 与 
oe sto) 的 解析 开拓 重合 ， 另 一 方面 ,有 界 无 穷 点 列 {w;} 至 
少 有 一 个 极限 点 ,例如 说 是 如 ET。 同样 ,，(x ,如 ) 的 邻 域内 有 一 
局 部 解 w(x; zs 加) 在 圆 Di,(z1) 内 全 纯 . 此 邮包 含有 无 穷 多 
个 zj, 使 得 wi 一 如。 由 定理 3,3，w(z; sy 页) 与 wlz; 20, wo) 
的 解析 开拓 在 D,,(s4) 内 重合 ， 因 此 , 解析 开拓 在 % 是 全 纯 的 ， 
以 有 穷 信 如 为 极限 。 这 与 所 设 矛盾 。 此 矛盾 便 证 明了 定理 。 
如 果 征 分 方程 
dw 
a f(z,w) (3.2.7) 
的 右 问 是 某 种 特殊 形状 的 函数 ,那么 有 些 奇 点 不 会 名 现 。 反 过 来 ， 
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如 果 对 奇 点 加 以 某 些 限制 , 必 导 致 对 f(z,w) 加 上 车 些 条 件 。 首 
先 考察 是 否 存在 无 任何 奇 点 的 微分 方程 . 若 有 , 则 1(z, w) 对 所 
有 有 穷 的 z 和 是 全 纯 的 , 即 f(x, w) 是 其 变 元 的 整 池 数 。 为 考 


宸 必 一 oo 的 情形 , 令 “一 过 ,方程 (3.2.7] 成 为 
du 1 
az 一 — wf (z,2). 


右 端 只 有 在 〈z, 0] 全 纯 , 从 而 f(z, w) 对 和 w 的 次 数 至 多 为 2, 即 
天 si)》 一 az(s)t 二 ms) 十 aotz), 其 中 {aj(x)) 为 的 整 跌 


数 。 为 考察 = 一 oo 的 情形 ， 令 5 一 二 ,方程 成 为 
ED (Ew ) 
-+ 


右 端 对 $ 是 整 的 , 必须 aokz) = etkz) = aaks) 一 0。 于 是 得 到 唯 
一 的 万 任何 奇 点 的 方程 是 


0 
Az 

除 这 个 方程 外 ， 另 一 类 最 简单 的 方程 是 线性 方程 。 对 于 线性 
方程 ,我们 有 

定理 3.8 ”线性 方程 的 积分 没有 度 动 奇 点 。 

证 明 我 们 仅 对 二 阶 线 性 方程 作出 证 明 。 对 于 高 阶 线性 方程 
是 类 似 的 . 

设 给 出 两 个 一 阶 线 姓 方程 组 


0 = pi{ls)w t+ qs)iw + f(z), 

了 

(3.2.8) 
有 = ps) ew t+ Ce) vs 十 fl) 和 


其 中 (2) 记 (z), qi《2) ,92(2), (zx), hlz) 部 是 z 的 解析 淆 
数 。 记 其 阁 点 的 集合 的 并 为 了 了。 因为 奇 点 的 极限 点 必 为 奇 上 成 , 族 
”二 为 闭 集 。 取 xzoE 五 ,以 mo 为 心 ，r 一 dist(20, 五 ) 二 0 为 半径 作 
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圆 lz 一 1 之 +, 此 加 的 湖 导 CC 上 至 少 有 一 点 属于 E。 我 们 求 方 
程 级 (3.2.8) 当 z 一 zw% 时 肥 秆 刀 和 过 的 一 组 积分 ， 由 于 《3.2.8) 
的 形状 经 变换 

| ww WW 

Wi 一 al 一 Ws; 

后 是 不 变 的 , 故 可 算 作 wi 一 0，twi 一 0。 作 一 个 在 C 内 与 C 同心 
而 与 它 任意 接近 的 贺 C1, 其 半径 设 为 1.。 能 找到 正 数 M ,使 得 
对 ls 一 zo 志 +， 的 任 一 z 有 


pielz) « M/( = 


Ts) <u/( 1 一 “一 二) x= 1,2, 


ri 


fz) & M/(1— 一 :一 全 ) 
M 


因此 ,一 一 (wi wt 1) 是 pez) 十 SCz)tz + fale) 
To 


fr 
人 一 TI 2) 的 优 函 数 . 
现在 我 们 考 感 辅助 微分 方 得 组 
dw 到 a 本 
dz 人 TE 
3.2.9 
| M wt wy 二 1)., ( ) 
dz 1 2Z— %o 


我 们 要 求 出 此 方程 组 初 值 为 wi(z0) 一 0，wi(z0) 二 0 的 积分 . 
(3.2.9 ) 的 两 个 方程 相 减 , 计 及 初 值得 到 w(x) 二 mm(z)] 二 wz), 


方程 组 (3.2.9 ) 等 价 于 方程 
dw 1 
> a (2w + 1), 
FL 
它 的 积分 为 


iog(2z 十 1) 一 一 2 对 六 iog(1 一 一 一 ) 十 天， 
TL 


由 于 w(zo) 一 0, 故 一 0, 且 
1[f 一 30 AN Mr 
DC) 4 一 二 全) -1!|， 

其 唯一 奇 点 是 融 周 G1 上 的 六 ss 一 各 十 因此， 解 w,(z) 和 
zzks) 在 图 C 的 内 部 是 全 纯 的 .根据 优 水 数理 论 ，(3.2.8) 的 解 
wi(z) 和 roa(z) 在 图 CG 的 内 部 是 全 纯 的 。 岗 为 +! 二 + 是 任意 
的 , 即 圆 局 C: 任意 地 接近 回 周 5 所 以 wi(x) 和 ws《z) 在 贺 C 
的 内 部 全 纯 ， 

E 的 位 置 与 确定 积分 的 初始 信 无 关 , zo。€ E 是 任意 的 , wz) 
和 w(x) 在 mm 全 纯 。 


53.3 具有 固定 临界 点 的 一 阶 代 数 微 分 方程 


由 于 单 俩 函数 在 解析 下 数论 中 占有 非 当 特 萄 的 地 位 ， 内 此 导 
求 积分 为 单 值 本 数 的 方程 是 很 重要 的 一 个 问题 ， 这 就 要 寻求 没有 
临界 点 的 方程 临界 点 分 为 固定 的 和 流动 的 ,第 一 步 寻 求 没 有 流动 
临界 点 节 方 程 ， 凤 寻求 具有 固定 临界 点 的 方程 。 这 点 我 们 仅 对 一 
阶 代数 微分 方程 作出 解答 。 关 于 尚 阶 方程 请 参见 B. B. Tomy6eg 
[1], 
设 有 包含 菜 一 参数 4 的 方程 组 
要 zt 
da 
| az 
当 4 二 0 时 ,方程 组 


dew = F(z, w, ws 0), 
2 


ds = Fg, ts ws (0), 


ds 


— F(x, ty ta 4), 
(3.3.1) 


= F,(s, ts tw1s A), 


(3.3.2) 


有 积分 


?1355 。 


tw 一 fa ec) tw = (2, cry C2), (3.3.3) 

对 ct 和 cs 的 某 些 常数 值 , 当 = 洛 着 某 一 自 so 直到 点 an 止 的 路 

径 虐 CCC 上 变动 时 ，(3.3.3) 为 全 纯 阔 数 。 当 Fi(s, ws ww, 4) 
{i 一 1,2) 为 其 变 元 的 全 纯 函 数 时 ,在 1 一 0 的 邻 域内 有 

Filg, wis was 4) = Filz, (mw OO— p) TF p(w Om B+ SA] 


一 Fi(z, ps bs 0) + Fes ps $0) (1 — op) 
Ow 
十 OF (zx, 9 中， 0) 《zi 中 ) 
Ow 
十 OFi(s, py $0 ... 
O24 


= Pi(s, pp, 0)++ 之 ， Co 多 一 p(w 一 中) 


了 十 好 十 了 着 工 
(2 一 1， 2)， 
方程 组 (3.3.1) 成 为 
da 
一 一 了 下: 5 PH, 0 
dz 人 
十 六 (ai — Pp)" (xm 一 中 好 ， 
州 十 郑平 户 冯 ] 
sw pts eye Ga 


+ 六 ageil(tol 一 外)m(toa 一 中 )217。 


#0 十 六 广 记 这 1 


由 于 (3.3.3) 是 (3.3.2) 的 积分 ,因此 得 到 


<P — F(z, 人 Py 纱 ， 0)， 
(3.3.5) 
A Falz, p> wb,0). 
dz 
《3.3.4) 减 去 (3.3.5 ) 得 到 
dm — Pp) CE—] > gra (so ms pm 了 be 由 )r4p 
dz 术 十 本 十 P21 
dw 一 中) Ge p> dP RP (ws — PI (a0 一 ber, 
NH dz m+e+Pl 


从 


i dE 
得 到 
Mo DY a ur a? 4?, 
dz fm 二 全 十 卫 关 ] {3,3.6) 
Sa Bape wr nt tr, 
| dx m+n+ pol 
设 (3.3.6) 有 积分 


{ Wl = Lp ?ps a ke ee po (3.3.7) 
ta = Xp 二 


将 (3.3.7) 代 入 (3.3.6) 中 ,比较 两 端 1 的 同 次 矢 的 系数 ,得 到 方程 


dt 
本 一 al"" gp 二 Al 只 十 Aad 
中 


4 (3.3.8) 
a + a + a 
ds 
及 
dps zloops a st An 
> (n>2) (3.3.9) 
Pn pO qi gp 十 a bs 十 B, 
\ dz 


其 中 A, 和 和 B, 是 由 高 数 Pi **»> Pru-l> ps (| 与 af "np 
和 age 经 加 法 和 乘法 后 构成 的 。(3.3.8) 和 (3.39) 对 应 的 齐 次 
方程 是 相同 的 : 


这 一 doagp。- 二 人 io 有 bw 

(3.3.19) 
Se = qos + or Yo, 

dz 


我 们 证 明 , 当 (3,3,3) 为 忆 知 时 ，(3.3.10) 的 通 积 分 可 用 微分 法 


s* 37 。 


得 到 ， 将 (3.3.3) 代 进 (3.3.2), 详 细 地 写 出 就 是 


ses eed 一 F[x, plz, C1 ci) ple, C1ly cz)， 0 1， 


dp(zs ca ca) LF 
a 


上 式 两 端 对 “ 求 偏 导数 得 


2Lzs plz, ci Ca) blo, ct ca) 01, 


2 Ap _ OF{s, p, $, 0) OP 和 OF {z,m;,P,0) 08 
dz Oc’ Op Qc Og Oc, 
a 2 } fe OF ,a{z, PP> 中 0) Op 二 BRPFa(z, 中 0) Kea 
dz Oe Op -Oa Og ac 


按照 an 的 定义 、 5S 办 和 让 就 是 (3.3.10) 的 一 组 积分 .同样 ， 
A 和 2 是 (3.3.10) 的 另 一 组 积分 。 因 此 ，(3.3.10) 的 通 积 分 便 


是 


ep ae ep 人 39 
和 日 ci Re Bc, 与 Oc 多 Bc2” 


用 通常 的 常数 变易 法 便 可 得 到 (3,3.8) 和 (3.3.9) 的 通 积分 . 
现在 我 们 证 明 , 当 4 适当 小 时 ,级 数 (3.3. 太 是 收 化 的 。 当 = 党 
着 工 从 zo 变 到 时 ,Tl ,1w2| 和 i141 都 充分 小 ，、 即 存在 正 数 +， 
使 得 1w| 很 r， lw 志 +，|4| 志 +， 因而 存在 正 数 M， 使 得 
《3.3.6) 的 右 端的 模 不 超过 MM。 这 时 (3.3.6) 的 右 端 的 做 阔 数 是 
i 


1 一 特 十 声 十 4 (4 二 各 士 国士 4 
r 


r” 


二 


对 (本 十 区 十 al 十 皇 士 生 十 *) 
rr 


< 


( 1 一 和 + 各) 


了 


考虑 辅助 微分 方程 组 


“155 


了 了 PE 
M(T,+ 7 +2) (1 + tt) 


Ee l 
ds @ TI 十 Ti 十 2) 
Rs 
” 
(3.3.11) 
MI{T, 十 2 十 1) 4 十 亿 士 二 十 十 
2 人 Ss 
dz 3 (! 了 十 7 十 1 ) 
加 


由 于 Tw0) 二 T(zs0) 一 0, 故 Tu) 二 TTD). 令 := 车 二 五 二 


r 
[3.3.11) 等 价 于 
de 2Mil +) 


多 


ds 六 1 一 用 
得 到 积分 
t [2M 
CE C exp 人 《ez 一 =)|. 


由 于 = 一 sx。 时 1 一 4/+， 得 到 C 一 Mr/(2 二 rr， 如 果 令 


“一 jmP| (2 一 坟 )], 当 2 充分 小 时 ,a 是 全 纯 的 ,有 


当 |a| 一 半 时 ， V1 一 4a 可 展 为 宪 级 数 , 得 到 


1: 一 一 1 十 lii—20—20+* 3: 
20 20 
上 式 中 取 负 号 , 则 
i:=at ol(-..), | 

当 141 足 够 小 时 ，z, ,7 可 展 为 的 收 合 第 级 数 ， 故 (3.3.7) 慨 
伍 , 昌 是 (3.3.1) 按 4 的 寡 展 开 的 积分 。 于 是 得 到 

定理 3.9 (Poincaré) 车 方程 组 {3.3.1) 的 右 端 在 2 = 二 0 的 
邻 域内 是 其 变 元 的 全 纯 冰 数 , 则 (3.3.1) 存 在 按 4 的 拓展 开 的 积分 ， 
上 明 此 积分 可 由 (3.3.2) 的 积分 (3.3.3) 用 微分 法 求 得 ， 


v3 * 


从 (3.3.7) 知 道 ， 如 在 某 一 闭路 上 函数 pg。 与 加 ,中 的 任 一 个 
是 多 和 值 的 , 则 w(xz) 与 mm 人 ks) 也 是 多 值 的 。 实 际 上 , 设 当 绕 某 点 
环行 一 周 时 ,函数 gw(s》 中 改变 值 的 第 一 个 函数 是 pi(z), 则 
tw 一 [ge(z) 十 Pie)A + 二 pr Cs) 1] 
+ 4t[ paCs) 十 1 …)]。 
对 于 小 的 ;palz) 十 ptrCe 十 … 的 值 主要 由 第 一 项 确定 , 因 
此 w, 是 多 信 的 。 要 使 ww 为 单 值 的 就 必须 使 所 有 的 wp, 是 单 值 
的 。 这 是 应 用 小 参数 法 的 基本 出 发 点 . 
一 阶 代数 微分 方程 ,详细 地 写 出 就 是 
A ws gj) 十 Les) 十- 
十 了 iiyz)t' 十 4 s) = 0, (3.3.12) 
其 中 4olw, 2),-…*, 4.(w, sz) 是 由 的 多 项 式 ， 系 数 为 的 解析 
沙 数 。 我 们 的 目的 是 求 出 (3.3.12) 没 有 流动 临界 奇 点 应 该 满足 的 
条 件 . 
设 so 不 是 (3.3.12) 的 固定 奇 点 。 由 于 As(w, zo0) 为 忆 的 多 
项 式 ， 改 存在 wo 使 4(wo, so) 一 0。 由 代数 函数 理论 知 ， 当 


Sse zo) 天 0 时 有 
| w — Flw, sa)/(w — wn)™, (3.3.13) 
其 中 F(w; sa) 在 《wom ) 的 部 域 中 全 纯 . 当 - 4 2) 一 
时 有 
or 一 下 [(w wn)*, s/w — ws], (3.3.14) 
其 中 1 是 不 小 于 1 的 整数 ， F 对 于 (w 一 wo)* 来 说 在 w 的 邻 域 
中 全 纯 , 对 于 x 来 说 在 s 的 邻 域 中 全 纯 . 


在 (3.3.13) 中 作 代 换 w 一 wo 一 w, (3.3.13) 成 为 
= Pi{u,2)/ur, (3.3.13)" 


z 一 MD， 二 一 80 十 293+Z， 


Me Fa, m0 ot MP2 ) fv", 


dZ 
当 4 一 0 时 得 简化 方程 
全 一 Pi(0， 20)1 pm 


它 的 积分 是 z 二 "Mm 十 1)Fi(0, zo)Z 十 C, 当 加 产 0 了 时 有 流 
动 代 数 枝 点 ， 由 定理 3.9,(3.3.13) 有 流动 代数 枝 点 。 
竹 (3,3.14) 中 作 代 换 如 一 wo = 二 w，(3.3.,14) 成 为 


Mu Flu, s)/ ma tm. 
dz 


根据 上 面 的 讨论 ， 当 w 隆 0 时 就 有 流动 代数 酸 点 。 因此， 车 方程 
(3,3.12) 仅 有 国定 临界 点 就 必须 和 一 0， 虽 ds(w,2) 是 不 全 ww 
而 仅 含 2 的 少数 如 (se)， 

(3.3.12) 的 两 端 除 以 dz) ,化 为 

(ww) +t A(w, sw ) t+ Alw, 2) = 0, (3.3.15) 


令 w 一 土 , 若 dt(w, z) 对 ww 的 次 数 为 pe, 则 


A (二 了) 二 六/ 


其 中 Btka, z) 为 zx 的 多 项 式 . 这 时 (3.3.15) 上 成 为 
(xz)2 一 Se py 十 -于 (一 1)" a z) i 


nin 
此 方程 的 积分 如 无 流动 临界 点 , 则 * 在 各 个 项 的 分 母 中 必 不 出 现 ， 
于 是 有 
2 Ps 27。 
如 用 P(w', wsz) 表示 (3.3.12) 的 左 端 , 现在 我 们 考虑 使 得 


Plw' wa) 一 0 与 到 一 0 消去 w 所 得 到 的 判别 


方程 D(w, z) 一 0 的 情形 。 将 2 视 为 各 个 方程 中 的 参数 ,车 
ws) 全 得 五 (zfz)) 二 0 和 4ot wtz)) 天 由 代数 示 数 理论 
可 知 


“161， 


Ww = Bow) + bils)lw— wo (5) 
+ banCe)(w — wela)) + 
蓉 中 吉大 2 为 整数 ， 如 (zs) 半 0 (之 1) 为 的 全 纯 函 数 。 作 代 
刚 w 一 welz) 一 w*, 得 到 
WH’ 四 上 Bo(Cz) 一 wal) + Bia + bart r+] /mut!. 
(3.3.16) 
由 前 面 的 讨论 可 知 , 当 bo(z) 天 wi(z) 时 ， 此 方程 便 有 流动 代数 
村 点 ， 因 此 , 餐 此 方程 无 流动 临界 点 ,必须 和 Cs) 二 wos(z)。wol#) 
是 判别 方程 所 确定 的 国 数 , 故 判别 方程 所 有 的 解 是 方程 (3.3.12) 的 
奇 积分 。 在 这 种 情形 下 ,(3.3.16) 成 为 
Ja 
要 使 它 没 有 流动 临界 点 , 必须 不 之 六 一 1 总 结 上 述 各 点 ， 从 而 
得 到 
定理 3.10 (Fuchs) 如果 4(iy sz) (0 二 《< 魏 2) 为 z 的 
多 项 式 , 要 使 方程 
Aolwy 3) A sw 
二 Aolw, xz) 一 0 
没有 流动 临界 点 ,必须 
(1) iio(w,z) 不 能 含有 wv, 因 而 仅 是 z 的 滔 数 . 
《2) A ，z) 对 咱 的 次 数 不 超 过 2R(I < 魏 玉 < 委 #). 
(3) 判别 方程 的 解 必 须 是 所 给 方程 的 积分 。 
(4) 如 果 在 判别 方程 解 的 邻 域 中 ，zw' 的 展开 式 有 下 面 的 形 
式 
ws 
ee 
则 适合 不 等 式 和 之 天 一 1 
注 “Fuchs 条 件 (1) 一 (4) 也 是 一 阶 代数 微分 方程 没有 流动 临 
界 点 的 充分 条 和 件 , 人 参见 JoomyGesl 1]， 


3 


$ 3.4 Riccati 方程 


将 定理 3.10 应 导 到 方程 
w’ = Plw, 2)/O(w, 2)} (3.4.1) 
时 就 得 到 : 要 使 方 程 (3.4.1)? 设 有 流动 临界 点 , 则 必 为 Riccati 方程 
w’ 一 Cole)t 十 alg)w + alz), {3.4.2) 


如 果 a(z) 三 0,(3.4.2) 成 为 线性 方程 , 是 没有 流动 奇 点 的 . 
qo(z) 天 0 时 ,由 定理 3.6、 流 动 豚 点 是 (3.4.2) 的 积分 可 能 有 的 流 
动 奇 点 。 

当 sos 天 0， zo 为 mfs)] 的 mm 阶 零 点 时 (aol 20) 天 由 时 
m 一 0), 令 w 一 二 ,得 到 

所 一 -一 xfz)] 一 二 Ha(2) ew , 
它 有 一 个 满足 条 件 x(z) = 二 0 的 不 恒 为 零 的 积分 。 由 于 
(Ss ).- = — Aols) 一 80 天 了 0， tt{s) [以 总 一 0 为 mm 十 1 阶 


da™t! #0 Qa” 
零点 ,《3.4.2) 的 积分 以 w 为 加 十 1 阶 极 点， 

Riccati 方程 的 积分 没有 流动 临界 点 的 事实 , 还 可 从 它 的 积分 
的 交 比 性 质 得 到 。 设 w(x) 是 方程 (3.4.2) 的 特 解 , 令 ww 一 ww 一 
了 :得 到 

T= a T+ [2a Fz) iw + ar(z) JIT; 

， 1 ， 
继 令 :一 元 ,得 到 


旧 一 一 [2mfs)zl + a(x) li — aolz). 
如 盯 还 知道 {3.4.2) 的 两 个 特 解 wlz) 和 wlz), 赠 有 


如 
玉 一 一 [2ao(z)z 十 mw)]5 一 eofz)， 
B= —[2aCs) wT als)ln — alz), 


14116063 * 


得 到 
Ga 0) (0) 1), 
两 边 积分 得 到 (7 一 4)/ (1 一 4) = C， 其 中 C 是 积分 常数 。 将 
+ ns 的 表示 式 代 人 得 到 
WW 
ww Wa Ww3 ~~ ty 
w= [wo— Ct (C— 0) wlf[l(l — Cus — w+ Cul., 
因此 ，(3.4.2) 的 积分 的 帘 界 奇 点 只 可 能 是 它 的 三 个 特 解 的 临界 奇 
点 , 即 丹 定 临 界 奇 点 ， 流 动 极 点 是 仅 可 能 有 的 流动 奇 点 . 
如 果 是 任 一 有 穷 的 复数 ,(3,4.2) 可 写 为 
Ww 一 de CO— + as) (ww — R) + dle) 
tas) tt alz)R, {3.4.3) 
若 aalz) 十 ai(z) 十 eof 起 对 某 一 名 恒 为 零 , 则 有 
， ie) 人: 
il = Cw — kale) + ake)4 + aols) wl] (2 i， 
(3.4.4) 


WwW” 一 as) (wv (ws 
a(z) 十 ao(s) 疝 二 一 人 aas(s)， (3.4.5) 

Ww’ = aoCz) (0 — hae) + dl2)h = 一直 so(z)。(3.4.6] 
根据 定理 3.3，。 方程 (3.4.4) 和 (3.4.6) 的 任 一 不 恒 为 常数 的 解析 解 
不 取 而 。 方 程 (3.4.5) 的 任 一 不 恒 为 常数 的 解析 解 不 取 多 和 总。 

现在 假定 (3.4.2) 的 系数 m(s ,ai(z) ,ea(a) 为 有 理 函 数 。 知 
它 的 解 w(z) 的 极点 个 数 为 有 穷 , 即 N(r, w) 一 0tlog r)。 设 
< 人 z) 一 |alz)faolz)|, 当 [wlz)| 之 24(z) 时 有 


(a) + dC)wl = laole) 1 lwl? [1+ a 二 
af 2 了 (1) leo Cz) | wl? 
> |aola) | lwl Q py 2 wh, 


即 有 
fel? 21co(o + aa)wlf at(2)| 21a ts) a 
+ as)w tala)i + jake) J/ laols)|, 


s 164° 


dx 
2ni(r yy tw’ ) 一 | lig | wlre’s)1a 8 
2x20 


三 | 

2 wi A sY 
2- 
QT ll>2 A 


lig| wt(r es) ld 
ligl wlre')|a9 


<1| wel44:(z)1a0 
27.10 


3 
中 | Wg[ |aow 十 ait 十 ol 十 last /laoldl 
了 


Emr,aw + aw tt a) + O(logr), 
再 出 


m{r, gow 十 aw 十 4) 一 了 (7 ww) mr,w)}+i+ (7 ) 
ww 
得 到 


m(r,w) m(7 ,ee) 十 OUlogr)， 
‘ 2 


T(r,w) = mr,w) + N(r,iwv) mfr,) 十 O(logr)., 


若 mw(z) 为 超越 的 代数 体 函 数 , 则 由 第 二 章 的 定理 2.17 的 推论 及 
定理 2.18 得 到 
1 < lim [= 7 w) + O(logr)/ T(r, “)] 


rt 


(+r 各) 
< lim 2 十 这 OUogr) -0. 
从 ? T(r, iw)} r=w T(r, tw) 
因此 ，w(z) 只 能 为 代数 函数 ,或 者 说 ，(3.4.2) 的 任 一 超越 代数 
体 函 数 解 w(x) 的 极点 必 为 无 穷 多 个 , 即 不 存在 整 超越 代数 体 隐 
数 解 。 
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第 四 章 ”具有 亚 纯 解 和 代数 体 解 的 
微分 方程 


第 三 章 由 Cauchy 存在 唯一 性 定理 所 证 基 的 微分 方程 的 解 是 
号 部 的 ,入 们 能 够 通过 解析 开拓 得 到 大 范 闭 的 解 , 但 一 般 地 解 的 奇 
点 狂 质 相当 复杂 。 因 此 ， 一 个 重要 的 问题 是 微分 方程 何 时 具有 整 
个 复 平面 上 的 单 值 焉 纯 解 或 有 限 多 值 代数 体 函数 解 。 对 于 一 阶 代 
数 方 程 Fw ww 一 0 存在 亚 纯 解 的 充 要 条 件 由 Fuchs 定理 给 
出 。 对 于 方程 w 一 R(z, w) 的 相应 问题 ,其 中 RLz, w) 是 其 变 
元 的 有 理 函 数 ,首先 为 J]，Maimquist*" 所 和 研究， 他 所 获得 的 重要 
定理 现 已 以 其 名 字 而 著称 ，1933 年 KK. Yosidan 应 用 Nevanlinna 
理论 给 出 Malmquis 定理 一 个 漂亮 的 证 明 , 并 推广 了 原先 的 结果 。 
从 此 ，Nevaniinna 理论 成 为 研究 相关 问题 的 重要 工具 , 并 县 取得 
一 系列 进展 。 本 章 将 介绍 这 方面 的 基本 内 容 。 


$4.1 复合 函数 的 特征 


引 理 4.1 设 1(x) 是 超越 亚 纯 函数 , 若 w(x) 为 一 非常 数 整 
读数 , 则 对 任意 正 整 数 下 盖 0 有 
T(r， 基 zu(z)))》 > 4T(r, wv), (4.1.1) 
证 明 设 ce 人 不 是 f(x) 的 Picard 例外 值 , 则 有 无 穷 多 个 
c 值 点 ， 今 取 qj(i 一 1, 2,…,p) 为 fs) 的 e 值 点 且 使 得 
la 一 4;| 之 1, j， 才 一 1，2-、， 了 zi 
此 时 ， 总 存在 正 数 5{ < 二) 和 常数 M， 使 得 当 =< D; 一 


{z,1z—a| < 和 8} 时 
fs — c= (zs qi)g;ls), 
其 中 gj{x) 在 D; 内 全 纯 卫 | 站 (Cs 三 MM 二， 于 是 , 当 s€D; 
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时 ， 

[f(z2) 一 <| 和 守 1z 一 | 时。 
根据 oj(j 一 1， 2,-…, 记 ) 和 8 的 选取 可 知 ,D; 是 相 户 的 。 因 此 ， 
对 任意 sa€C, 或 者 zsEDi(i 一 1,2,……*,p) 或 者 对 某 个 jn， 
1 委 jh< 委 pp 有 z& Di ee 


Ta > 加 m2 | — lg (8M). 
从 而 
Pe > i 有 
由 此 
1 2 1 
(i (3) 
— (plée + ty (3M) ). 
另外 , 易 知 有 
p 1 1 
4 re 
于 是 


Dr) < (nah) 


十 plég 二 + lg(8M). 


上 式 两 边 应 用 第 一 基本 定理 全 得 
pT(r,w) < Thr, fw ls)) 十 pco 二 ca 
于 是 当 > 之 ” 对 给 定 的 ?有 


> T(r, w) < Tr, flw lz))). 
由 于 了 是 任意 的 , 故 取 不 一 加 即 得 所 希望 的 不 等 式 。 引 理 证 
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若 f(s) 是 有 理 函 数 而 ws》 为 亚 纯 蚤 数 ， 则 fw(x)) 为 
亚 纯 苞 数 。 在 此 情形 T(r, f(w(<))) 和 7(r, w) 有 下 面 的 结 
果 , 它 在 常 微 分 方程 理论 中 有 重要 的 应 用 。 我 们 先 证 明 Valiron 的 
一 个 定理 . 

定理 4.1 设 w(x) 为 一 平 纯 函 数 , 且 


由 


P(zytfz)) — PD) erle) (wl)), 


其 中 {ax(2)}(* 一 0,1,…,P) 是 z 的 有 理 函 数 满足 a。《z) 半 0， 
则 有 
T{r, Plz, wz))) =—= pir, w)t+ O(logr), (4.1.2) 
证 明 首先 , 当 2 一 1 时 ,(4.1.2) 显 然 成 立 。 因 此 ,由 
T(r, Plz, wtz)) 


p 
< T(r, we) PD) aan) wo) + Tr, a) + O(1) 


< Tm) + Tr, Pa) (ws)! ) + 0 log7) 


和 归纳 法 得 
T(r, Plz, wa))) pT(r+, ww) TT O(logr), 

汶 了 得 到 广 反 的 不 等 式 ,我 们 选取 ro 足够 大 ， 使 得 {ex(z)) 
的 所 有 极点 在 iz| 之 so。 内 ,此 时 对 于 1z1 守 ro。 央 的 w() 的 t 
重 级 点 必 是 Plz, w(z)) 的 pr 重 极点 。 令 rm 是 Plz, w(x)) 
的 极点 的 模 ，p; 是 w(x) 的 极点 的 模 , 则 对 + 守 z。 有 


nr Plz, wr) = D1—p2D) 1+p2D I+ Dl 


Tir Pi<rp Picrn reer Er 
一 之 1 一 pZI1IATP7iIT Dp 

ri<ro Fi<rp Dix<rp rr 
一 1 一 > 1Thy1 1 

rry Pi<re Py 


= Kt pn(r, w), 


N(r, Plz, wa))) — PpN(r, w) + O(logr). (4.1.3) 
下 面 进 一 步 估 计 m(r, P(s, w(z))， 由 于 {ar(x)) 为 有 理 
级 数 ， 易 知 存在 工 > 0 使 得 对 足够 大 的 r， 当 z€ 五 (r) = E= 
{z,|z| 一 > 了 时， 
Co 
ap(2) 
令 书 一 {zeE:lzwo(a1 rt 和 已 一 ENE。 当 se 已 且 ， 
足够 大 时 ， 
IPlz, “CO)1 > sO) 1 lv) le (1 — i 
a 由 这 二 loo loa)?, 
即 当 xz€ E，, 且 ?+ 足够 大 时 ， 
(wa)l? < PCs, wa))) 


rr (X= 0,1,...,p—1), 


|ap Cm)| 
由 此 便 有 
es 工人 . ge|w (a) ?dg + | lég| wz) rd8 
2zrJF， E, 
Ed | Se A oe) a 
zj E, lap Ca)| 
1 2 
守 2)” Iég rntctodg 
2zrJo 


之 了 | iig|P(sy w(x)) 140 + O( log +). 


27x19 
结合 (4.1.3) 即 得 
Tlr, Plz, w(x))) > pT(r, w) + O(log 7), 
由 此 便 得 {4.1.2), 
定理 和 2 (Valiron) 设 R(x, w) 一 P{z，, w)/9(z, w), 其 
中 P(x, w) 一 立 ai(zJaos 和 9D(z， w) 一 > 三 (Cao 是 两 个 
二 0 


互 质 的 w 的 多 项 式 ,系数 ie4(z)} 和 {6;(z)} 是 = 的 多 项 式 。 若 
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zfa) 为 一 亚 纯 函 数 , 则 
T(r, Rg, zfz)》)) 一 maxtp 9}T(r, w) 十 O(logr) (4.1.4) 
证 明 . 令 ;一 max[p, 9}。 我 们 首先 用 归纳 方法 证 明 
T(r, R(z, Ww)) SsT(r, w) eh et (4.1.5} 


为 此 不 妨 设 请 > 9。 因 为 如 果 9 二 Pp, 则 考虑 RE Ro 5 并 福生 到 


T(r, Rs, w)) — T(r 一 ) + 001), 


Rlz 
则 可 化 为 我 们 所 假设 的 情形 。 如 果 一 9， 则 应 用 
T(r，R(s， w)) 一 T(r， R(z, w) 一 + 0(1) 
_ - Glz,w) 
T Cio - 二 Of) 
Q(z, w)bn ew ) ba 
T(r, oy 
其 中 degwG 三 志 、 亦 化 为 我 们 所 假设 的 精 形 . 
今 若 >0 且 4 一 0, 则 由 定理 4.1 可 知 定理 成 立 。 现 假设 
(4.1.5 ) 对 于 SCz> w) ut U(z, w){V(z, w) ,其 中 deguU(z, ww) 
P 和 degwV(z, twv) 之 9 时 命题 已 经 证 明 。 现 递 过 相 除 得 到 


-1 
和 BD) pC wl) )t 
R(zs wa)) 一 DY oe) wa) + 
i=0 2 下 
DY ba) ws)) 
i=0 


= /A(z) + B(%), 
由 定理 4.1 和 归纳 假设 便 得 
Tlr, R(z, w)) Tlr, A) T(r, B) + 0(1) 
(po grr,w) tT (| + O(logr) 
= (p— gqg)Tlr, w) +t qT(lrsw) t+ O(logr) 
— pT(r, w) t+ Ot( log 1). 
现 证 明 
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T(r, Rg, w)) rT(r, ww) + O(log 7). (4.1.6) 
由 于 P(z, ww) 和 0{s, w) 是 互 质 的 ,因此 通过 加 转 相 涂 下 每 系 
数 为 = 的 有 理 函 数 的 吃 的 多 项 式 0(s, w) 和 V(s, w), 并 且 
degsU(s, WwW) E91, deguV (ls, WwW) 之 Pp 一 1, 满足 
Pl{lg, w)U(z, WwW) 4 Olz, ww)V(z, w)= 1, 
由 于 站 9; 攻 w= degw U(z,w) 所 v 一 degwV(z,w), 根 
据 定理 4.1, 由 上 式 可 得 


T (Be 十 @kz:t) = 了 (到 一 二 一 一 】 
Vl(ssw)} 已 (zs 了) Vssw)P(s, ww) 


= T(r, Vs, w)P(s, 1w)) + O{1) 
= (pt oT w)} + O(logr)}. 
另 方面 由 于 v 兰 2 报 届 归 细 假 设 
六 U(z,w) O{z,w) 
T( Ve,w) Pest ) 


< (re Ci ET (Ci) 0O(1) 


V(s,w) Plz,tw)!’ 
O(z,1w) 
< 7 (rg) + Tr, w) + O(logr), 


比较 上 述 两 个 不 等 式 即 得 (4.1.6) ,结合 (4.1.5) 与 (4.1.6) 即 得 所 证 . 
注 定理 4.1 中 当 系 数 {ai(2)} 为 亚 纯 钞 数 的 情形 有 一 个 相 
应 的 结果 , 它 能 叙述 如 下 : P(z,w(z)) 和 和 w(x) 如 定理 4.1 所 设 ， 
则 有 
a 
Tr, Plz, wis))) = pT(r,w) 十 0{>) T+, “中 (4.1.7) 
k=0 


定型 4.2 的 证 明 是 A. 33，Moxogwko 在 Fl] 中 给 出 的 。 当 系 
数 {ek(s)}，{2i(a} 为 亚 纯 函 煞 诗 定理 4.2 又 能 条 述 为 如 下 形 
闫 ，R(z, w) 和 w(x) 如 定理 4.2 所 设 , 则 碍 

T(r, R(z, wlz))) 


= mixs{p, 9}T(r,w) 于 o| 了 T(r, a4) 十 > ) T(r, 与 
=0 f=0 
(4.1.8) 
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上 述 结 果 对 于 ?> 值 代 效 体 函 数 也 成 立 。 我 们 将 在 $4.5 给 出 
证 明 , 半 且 (4.1.7) 和 (4.1.8) 将 作为 特殊 情形 而 得 到 ， 


$ 4.2 Rellich_Wittich 定理 
F、Re'licho 更 研究 下 述 方程 整 函数 解 的 存在 入 题 : 


毕 = f{w), (4.2.1) 


其 中 Kw) 是 加 的 整 函数 。 他 指出 ， 若 fw) 不 是 这 的 线性 函 
数 ， 则 方程 (4.2.1) 仅 具有 常数 解 。H. Wirtich 则 考 虑 较 一 般 的 方 
程 的 相应 问题 , 即 
wt Ps (ew D+ -+ Pz) ww = fw), (4.2.2) 

其 中 * 2。Pi(DG 一 12,-… 9 一 1) 是 z 的 多 项 式 , 1(w) 
是 w 的 整 玉 数 ， 他 指出 ， 若 (4.2.2) 具 有 超 越 整 消 数 解 ， 则 1(w) 
必 是 如 的 线 往 函数 。 本 节 我 们 将 在 更 一 般 的 形式 下 给 出 Rellich- 
Witich 定理 。 首先 有 

定理 4.3 {Reilich) 没 方程 (4.2.1) 右 端 1(w) 是 ww 的 超越 
亚 纯 函数 , 则 它 不 存在 非常 数 整 溪 数 解 。 

证 明 设 w(s) 是 (4.2.1) 的 非常 数 整 函数 解 , 则 它 满足 方程 


te jw)). 
dx 
再 设 ce C 不 是 f(w) 的 Picard 例外 值 ,由 于 f(w) 是 超越 的 ， 


故 fw) 一 。 有 无 穷 多 个 零点 {4;}, f 一 1, 2,***。 今 任 取 其 中 
4 个 , 易 知 


BM) Nm) 


wo— a; 


应 用 Nevanlinna 基本 定理 得 


2T(r,w)— > "(ri)" (3 — 0(1) 


~ 
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le _1 _ \ 
< Ds) < N(, pr ep 
Tr, fw(s))) t+ 001) = T(r,w’)+ 0O(i) 
< T(r, oo) 二 mw(r, 时 ) 二 0(1). 


从 而 得 


7(r， <2 m(r, Ee) + 001), 


其 中 m 一 0. 现 分 丙种 情形 讨论 之 。 若 wkz) 为 超越 整 函数 , 则 
应 用 对 数 导 数 引 理 于 上 式 右 端 各 项 便 导出 

T(z, w) < O{flog(rT{lr, w))}, 
从 而 立即 得 出 了 予 秆 。 因 此 ,(4.2.1) 不 存在 超越 整 函数 解 。 若 wz) 


是 VK 之 1) 次 多 项 式 ， 直接 计 算 表 明 当 一 co 肝 m (了 玫 村 


局 0 各 T(r, w) ~ Plogr。 同样 得 出 (4.2.1) 不 存在 多 项 式 解 ， 

定理 4.4 设 8(z, w) 一 BanCaj(w)e (wa.--(w')is 是 
微分 多 项 式 , 其 系数 {acwy(z)} 为 z 的 多 项 式 , 若 

Q{s, WwW) = fw) (4.2.3) 

的 右 端 f(w) 是 之 的 超越 亚 扼 函数, 则 (4,23) 不 存在 非常 数 整 曲 

证 明 若 wk(s) 是 (4.2.3) 的 非常 数 整 函数 解 ， 则 对 2Qfs， 
w(z)) 的 通 项 有 如 下 的 估计 

更 人 GD (六 二 Cs] ow Cs (wg) )io) 


一 1m (7, ene) (wre( EY) 和 (< ) 


< (十 下 十 二 和 zy 基 ) 士 ofy， an)} 


士 >im(r, 


PP 


) < amtr, w) + m(r, aw) 
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其中 
4 一 max 位 i {4.2,4) 


天 0 


今 设 微分 多 项 式 Q(x, w) 为 二 项 , 便 有 
mr, Q(z wt{2))) EAm(r, w)+oO 位 ~, wo 


2“1 
设 c€ CQ 不 是 Hw) 的 Picard 例外 值 ，{aj}(i 一 1:2，…， 
2) 是 任意 P 个 f(w) 一 < 的 零点 ,类似 于 定理 4.3 的 证 明 ， 应 用 
Nevanlinna 基本 定理 可 得 | 
bp 一 中 -一 27(r ar 一 0 y a 
( TG, OO<o 人 (人 )+ Em o0)} 


由 于 P 是 自 意 的 ,因此 导出 (4.2.3) 不 存在 非常 数 整 函数 解 。 
关于 这 个 类 型 的 定理 ，H.Wittichm，I. Lainem 和 何 育 赞 中 有 
进一步 的 推广 ;有 兴趣 的 读者 可 以 参看 他 们 的 文章 , 


5 4.3 ”具有 单 值 亚 绅 解 的 常 微分 方程 
首先 让 我 们 考虑 次 之 常 系数 微分 方程 
(wa) a) 《43 


其 中 {az}《 C 是 判别 的 复数 。 显 然 , 每 一 个 忆 一 aj(j 一 1,2,**， 
P) 是 上 述 方程 的 常数 解 。 因 此 、 根 据 Cauchy 存在 叭 一 性 定理 ， 
方程 (4.3.1) 的 任 一 非常 数 亚 纯 解 wks) 必 不 取 mi 一 1 2 
?) 为 值 . 换言之 ,(4.3.1) 的 非常 数 亚 纯 解 w(s) 必 以 每 一 az( 一 
1, 2,'……,P) 为 Picard 例外 值 。 再 根据 Picard 定理 , 任 一 非常 
数 亚 纯 函数 至 多 有 两 个 Picard 例外 值 。 因 此 ,立即 得 到 如 下 的 结 
论 ， 若 方程 (4.3.1) 存 在 非常 数 亚 纯 解 , 则 必 有 z 所 2， 人 和 值得 注意 


的 是 ,9 的 上 界 2 能 被 达到 、 侧 如 ,方程 52 一 1 十 坟 以 w 一 寺 


为 常数 解 ,同时 存在 非常 数 亚 纯 解 w (2) 一 时 xz 此 外 , 这 里 考虑 
的 解 就 其 增长 姓 而 言 高 于 所 论 方程 的 系数 ，J，Malmquist 讨论 的 


?47 车 。 


问题 是 上 述 命 题 的 推广 。 他 证 明 以 下 重要 定理 ， 此 定 笛 现 已 以 其 
名 字 著 称 ， | 
定理 4.5 (Malmquist 定理 ) 设 
2 一 R(zy w), (4.3.2) 
dz 


其 中 R(z, w) 一 Plz, w)/ Ot{z, w), Plz, ww) 一 > 二 (2) we 


和 Q(z, mw) 一 之 bj(z)w! 是 忆 的 互 质 的 多 项 式 ,系数 {at 人 (x)} 


和 {58,{z)} 是 :的 有 理 函 数 。 若 方程 (4.3.2) 存 在 超越 亚 纯 解 , 则 
必 有 4 一 0 和 和 pb 志 2, 即 方程 (4.3.2) 人 退化 为 Riccati 方程 
4 一 maa w+ mal)w + ao(Cz)， 
Adz 
其 中 {C2) Ci 一 0,1, 2) 是 x 的 有 理 函 数 . 
证 明 设 wlz) 是 (4.3.2) 的 超越 亚 纯 解 , 它 满足 
”2 ~ Rls, wn), 
现在 ,一 方面 应 用 定理 4.2 得: 
T(r, R(s, wz))) =— max{p, a} T(r, w) 
二 OO 1 T(r, 4) 十 > T(r, 2 站 
另 一 方面 
Try w') = mr, Ww) + Nr, w’) 
Tw) NGr, w) tem (7,<). 
合 上 述 两 式 , 并 计 及 {arlz)} 和 {2;(z)} 为 有 理 函 数 ， 上 表 应 用 
ee， 
max{p, 9}T(r, w) < Tr, w) + N(r, w) 
+ Of{flog{r T(r,w))} 
2T(r, w) T+ Oflog (rT(r, w))}, 
上 忒 卫 边 除 以 T(r, w) 再 取 极 限 便 导 出 max{p, 9) 近 2。 因而 
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方程 (4.3.2) 成 为 
4 一 420A 二 oe) 
dx ba) wt ls)w + dolr) 


由 假设 P(x, w) 和 I CCs， w) 是 互 质 的 ,天 此 总 存在 LE ,使 得 
Ptz,a) 天 0 和 0(s,a) 关 0 令 2 一 访 十 a, 则 (4.3.3) 成 为 


(4.3.3) 


dW Wi P{lg, oH ?+ {20 az) + as) + a(x) 
ds Olg, oIW’: + (20 bz) + ba) + bz) 
二 党 Pi(s,W) 
Q(z, WY 
应 用 同样 的 演 证 得 出 上 述 方程 右 端 分 子 和 分 母 对 态 的 次 数 部 不 大 
于 2. 此 时 有 三 种 可 能 的 情形 : 1° P(z, a) 一 2w a2(z) 二 a(s) 寺 0; 
2° Plzs, 0) = O(g, a) = 20 a(#) TF a {s) = 0; 3° 2ap2fz) 十 
bz) = bz) = 0， 由 于 4 的 选取 ,情形 le 和 2° 不 可 能 出 现 ,而 
情形 3° 将 导出 (zxz) 一 A(z) 三 0。 后 者 说 明 方 程 (4.3.2) 成 为 
Riccati 方程 。 
定理 46 设 


(2 ~ R(z， w), (4.3.4) 


.其 中 R(z, w) 如 定理 4.5 所 设 。 藻 方程 (4.3.4) 存 左 超 越 亚 纯 解 ， 
则 必 9 二 0 和 pp 扎 27 | | 
证 明 首先 取 aEC 使 得 P(z, 0) 亲 0 和 Q(z,o) 半 0, 并 
将 方程 (4.3.4) 改 写 为 
( 华 ) 了 (za 十 ACs)}H(w og) t+ Ap(2)(w CO— a)? 
ds Olz,a) + Bs)(w— ea) tt -+ Bala)(w — a)? “ 
令 丸 一 二 二, 即 w 一 十 十 c， 并 计 及 (4) 一 (一 0D” 二 


w—o 琵 


(至 让 , 则 方程 (4.3.4) 成 为 


(2 We A Cs) WR > $C) Wi 
A | 十 人马 A Di\2 
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~ Fz W) Rs, Ww), (4.3.5) 
G(s, WwW) 
其 中 (x) 一 《一 1)*P(z, 0), bz(z) 一 0(z, a), 今 设 wks) 是 


(4.3.4) 的 超越 亚 纯 解 , 则 W (2) 一 es 是 (4.3.5) 的 超越 


wt{z)C— 
亚 纯 解 。 现 分 两 种 情形 讨论 之 : 
1l1? 当 gqg 一 了 十 24 守 0 了 时， degw PB(z,W) = 9 士 2n, 
degwyQ(z,W) 一 9g， 一 方面 ,应 用 定理 4.2 可 得 
T(r, Rl(z, W (2))) = max{degh, degO}T(r, W) + O(logr) 
一 (9 十 2n)T(r, W) + O(log?), 
另 一 方面 
T(r, CW'P)= nT(r, W) SE HT, W) + nN(r, W) 
十 nm (于 ) 2aT(r, WW)+ Ollog (ltrT(r, WwW))}, 
(4.3.6) 
结合 上 述 两 式 得 
(8 十 加)Tfry 瑟 ) 委 2n70r W)+ O{log(rT(r, W))}, 
由 此 即 得 g 一 0。 再 由 假设 1* 便 有 靖 委 ?十 27 一 2m。 
2 当 了 一 p 十 21<0 时 ，deg 上 一 bdeg 台 一 疙 一 2 此 时 
max{deg, degG1} 一 p。 再 次 应 用 定理 4.2 得 
Try R(xz, W)) = pT(r, W)+ O(logr), 
结合 (4.3.6) 应 用 同样 的 的 演 证 便 导 出 ? 所 2n。 再 由 假设 2* 见得 
g™— 0. 
关于 Malmquist 定理 还 有 种 种 证 明和 推广 ,许多 作者 ;如 H. 
Witich 中 , 莱 修 治 中 ，I, Laine? 疏 和 C.C.Yang 中 等 人 , 管 经 讨论 更 加 
“一般 的 常 党 分 方程 存在 单 值 亚 纯 解 的 必要 条 件 。 .我们 条 对 具有 
亚 纯 系数 的 高 阶 代数 微分 方程 得 到 精确 形式 的 Malmquist 型 定 
“ 理 。 这 里 我 们 只 对 方程 系数 为 有 理 函 数 的 情形 给 出 证 明 。 当 系数 
为 亚 纯 函 数 时 结论 仍然 成 立 , 它 将 作为 4.5 中 更 为 一 般 的 结论 的 
特殊 情形 而 得 到 ， 
定理 4.7 设 方程 为 
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Q(z, w)— R(z, w), (4.3.7) 
其 中 9(z, w) 一 瑟 oo(z)(w]e(w (wo)m 为 微分 多 项 式 ， 
RCOssw0) 一 > wa(awtk / Dy 61s) wi 系数 {a ls)}, (wa 


. kK=0 
和 {6;(z)} 为 有 理 函 数 。 若 (4.3.7) 在 在 超越 亚 纯 解 , 则 必 
4 一 0 EPEminlA, 1 于 区 1 一 Boo))}， (4.3.8) 
其 中 A 一 max{ D> {a 十 Di 一 max 位 过 ， 
a=l | 


a = 


-4 


f= Max 1 io) 


公所 上 


Pe rr ,ww) wy) 
(0) : 2 "oT(r, ww) 


为 证 明定 理 4.?, 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 , 它 首 先 由 J.Clunie” 


引 理 4.2 设 Q(z, ww) 为 艇 分 多 项 式 . P(z,w)= Diat(z)wt 
Ee 全 "t=0 : 


和 0(z, w) 一 了 bi(x)wi， 荐 w(s) 为 亚 纯 函 数 且 满足 


Q(z, wha) Q(z, wz)) = Pls, wlx)), (4.3.9) 

则 当 9 之 户 时 ，. ，- 

T(r, Q(z, ee w))}, (4:3.10) 

证 明 令 E={s,izi 一 ry, E, 一 {xsE E,iw({z)| <1} 和 

一 ENBI。 当 zxE EB 时, 置 zg 二 rer 一 wj 十 十 :二 并 
由 有: | 

二。 lSg| Oz, ww(z))1d9 


2 地 . i 
De i (OY (eaD Ye 
| lg | 之 anla) (wls)) Ce ( ee ) 
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9t28 。 


< 荆 二 |。 Hg| do (2) | 26 


{i) 2 


让 a 人 让 如 上 DCD。 


DH ral2m。 8 
当 sa € E， 时 作 如 ” se 用 于 6b;(z) 是 有 理 函 数 , 故 存在 
常数 工 > 0: 使 得 当 > 足够 大 时 18,(2)| 一 |64_y(2) /52)| 去 
六 j= 1,2,.. ,9。 继 令 Ea — {z€E, [wz)| < et} 和 和 
Ez = EAEn. 于 于 是 当 z&€ En 时 有 


1 
二 | lg|Q(s, ws))|ad 反 之 二 | lig | a Cz) 1 a 


a | wg) 
十 中 
p22 Be tw (ee) 


当 se Ew 时 ,对 于 足够 天 的 * 有 


18(sw(z))| 六 AGTIIOIRL _ 和 


| BoCaD| 一 z)| lwtz 
[el} S13 batz)| Co) 


因此 : 计 及 gq 之 p 和 w(x)| > 1 便 得 
la(z, wa))| = [C207)) 


sp + Ol log ?7). 


10O(#,w (2))| 
， # 
a 2 1)| lw ls) lt 
ey Bla. 


1 1 
| lg| 0(z, wz))!ld0 < | 加 e551 0 
+ tég larCz)1ad + 001), 

R=0 LT Fy 
综 上 诸 式 并 应 用 对 数 导 数 基本 引 理 使 有 
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i Os, WY = | gl Q(z, wz))|ad 
> 


可 人 只 吕 二 攻 jaslots， wz))|ad9 


一 Ollog{trT(r ,ww)})}, (4.3.11) 

为 了 证 明 (4.3.10)， 我 们 还 需要 对 8{z, w(z)}) 的 极点 进行 
估计 。 由 表示 式 可 知 Q(z，w(2)) 于 Bas) (wr)) 
(wz) nm 之 极 可 能 出 现 为 系数 einks)} 之 级, 或 wk) 及 其 导数 
w'(z),-…,w'mM(z) 之 极 。 下面 我 们 将 断言 ， 由 wg) 及 io 人 (2 
产生 的 8(z, w(z)) 之 极点 必 包 含 于 系数 {aw(2)}, {5&i{z)} 的 
零点 和 {ax(s)} 的 极点 之 中 , 并且 其 重 级 能 由 这 些 系 数 相 应 的 极 
点 或 零点 的 重 级 所 控制 事实 上 ,车 am 是 w(x》 的 7 重 极点 ,但 
不 是 上 述 系数 的 零点 和 极点 ， 则 由 于 w(xz) 满足 (4.3.9) 便 知 ，、z。o 
是 (4.3.9) 左 端 之 极点 ， 其 重 级 至 少 为 rg; 此 外 zo 是 (4.3.9) 右 问 
之 极点 ,其 重 级 至 多 为 rp。 这 就 导出 4 委 p， 这 与 所 设 矛盾 。 今 
设 mm 点 w(zs) 的 z 重 极点 回 时 是 某 个 aiClz) 的 rlax、00) 重 极 
和 某 个 与 (z) 的 +r(5&;, 0) 重 零点 。 此 时 zs。 至 多 是 P(z,w(z)) 


的 tp 十 y\r(oakt, co) 重 极点 ， 并 且 rz 一 了 } rz(5;,0)>>0 时 ， 
r=0 i1=0 


4% 至 少 是 9(z, ws)) 的 79 一 了 rt(b, 0) 重 极 ， 注 意 到 
了 一 0 


9 之 pp 并 由 Q(x, w(x)) 二 Plz; w(z))j0(z, wlz)) 便 知 ，mo 
作为 Q(x， w(s)) 之 极点 其 重 级 至 多 是 { rg 十 > r(ai， co)) 一 
t=0 


3 pp 本 
(re — DD rs,, 0) ) < > 0 当 TP— 
i=1 =0 


Prt, 0) 所 0 时 ,7 所 一 了 1 Pas, 0)。 这 说 明 %% 作 为 w(s) 
i 


之 极点 其 重 级 能 由 系数 bi(z) 以 mm 为 零点 的 重 级 所 界 园 . 因 而 ， 
由 am 产生 的 2(z, w(z)) 之 极其 重 级 亦 能 由 这 些 系数 的 零点 重 
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级 所 界 周 ， 计 及 Qlz,w(s)) 之 极 还 能 由 {acw(z)} 之 极 和 
wz) (a = 1, 2,-…*, #) 之 极 所 产生 ,于 是 有 


lr, Os, wa)) < A{DI nlr, on) + F) nlr, ao) 
{71) =0 


填 > 
其 中 A 二 max{A;} 一 max 也 (gt Dd. 因此 ， 


N(r, Q{z, w(z))) — O(log?), 
结合 (4.3.11) 便 得 {4.3.10), 

引 理 43 设 0(x, w) 为 引 理 4.2 所 述 的 微分 多 项 式 ， 若 
zfs) 为 一 亚 纯 函数 ， 则 除去 总 长 为 有 穷 的 > 的 例外 区 间 序 列 有 
m(r, (zs, zfs))) EAm(r, w) + Ollog(r Tr, w))},(4.3,12) 
且 有 

N{(r, Q(z, wlx))) 

NGr, ia) 十 Fr w) + O(logr) (4.3.13) 
和 

N{r, Q(z, wa))) < AN(r, w) tt O(log +r), {4.3.14) 
其 中 4, Fz 和 人 是 定理 4.7 中 定义 的 量 . 

证 明 令 El={z,|wls)| <1}N{z,1z| 一 * 和 BB, 一 {s， 
1zi 一 +] 八 E,, 则 有 


Ig{z, wlz))|= 互 acptls) (wa) 7 时 "0 (22) 


w(x) wt{s) 
Iwts) 有 lem) [se (| 2 » 2E bs 
wls) 
> BEA 人 | wm eR 
wz) 


于 是 ,应 用 对 数 导数 基本 引 理 可 得 
mlr, (zw 人 一半 (| 士 |。 ) eloCs, ws)) la 


志 全 1 ， 


A mr ww) + Of log (rTEr, 10))}, 
为 了 计算 8(z, w(z)) 之 极点 ， 我 们 考虑 它 的 通 项 
如 ha 一 qls) (wl) JR (zy Cw) ) se, 

nf, Qn) SE nr an) tion(rs ww) + + + ionlr, wi'™) 
nr Am) 二 (iot et i)a(r, w) 
十 (十 2iz 十 二 ni,) 7(rf, tw) 
Ar) 十 ( 训 十 2 十 ……: 
二 《2 十 Dis)alr, w), 
因此 有 


ntr, Q(z2, w(x))) < > nt{r, acp) 4z(r,w) 十 Fn(r ,ww ), 
Ui) 
nr, Q(z, wlz)) < > na{r, dan) + An(r, w), 
2 


其 中 4, KK 和 入 是 定理 4.7 中 定 文 的 量 。 因 此 ,有 
Nr, G(s wo)) < > Nr, en) TF IN(r, w) + EN(r, w) 
DE 
和 
N(r, Q(z, wz))) < > NGr,an) tT AN(Gr, w). 
. (六 
由 此 即 得 (4.3.13) 和 (4.3.14)。3 引 | 理 证 毕 . 
.定理 4.7 的 证 明 。 先 将 R(z, w) 简约 为 
i i A Pa2> w) 
R( Be P(x, We By 
其 中 degw Pstz, wv) 一 记过 4 一 degw 0(z, w)。 下 面 我 们 将 证 
表 : 如 果 方 杯 (4.3.7) 存 在 超越 亚 纯 解 w Cs)、 则 必 Pa(z, ww) 三 0, 
如 车 不 然 , 先 将 (4.3.7) 改 写 为 
2(s， z)(G(s， w) nS Pi(z, ww )) = Palz, 也) 
或 
3(s， w Qe, w) Rs Pi(%, w), 
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其 中 2.(z, w) 一 0(z, ww) 一 Pi(z,w)， 此 时 wks) 满足 ，. 
Og, wla) Qs, ws)) = Ps, wz)), {4.3,15) 
今 9> 思 ;由 引 理 4.2 得 ms 
T(r, Q(z, wz))) = Ollog(rT(r, w))}, (4.3.16) 
因而 , 必 (4.3.15) 种 (4.3.16) 并 应 用 第 一 茜 本 定理 得 
T(r, Os, w)) T(r, Pa2, w)) 
T+ Tr, Q(z, w)) + OU() 
= T(r, Ps, w)) + Ollog(r T(r w))}. 
此 外 , 根 蚀 害 理 44.1 即 得 
gT(r, ww) = T(r, OFz, w)) + O(log ) 
< Tr, Ps, w)) + Oflog (rT(r, w))} 
pT(r, w) + Ollog (rT(r, w))}. 
上 式 两 边 除 以 T(r, w) 并 令 + 一 oo 便 导 出 9 委 Py。 这 与 所 设 
矛盾 , 故 必 须 Pa(s, wv) 三 0。 这 就 说 明 : 如 果 (4.3.7) 存 存 超 越 亚 
纯 解 , 旭 RC(z,w) 必 化 为 必 的 多 项 式 , 好 4 一 0 下 面 进一步 证 
明 (4.3.8) 的 另 一 式 。 由 上 面 的 讨论 方程 可 写 为 
Q(z,w) = Plz, w), (4.3.7) 
应 用 引 理 4.3 得 
Try Q(z, wa))) ATC, w) + gpN(r, w) 
+ O{log(rT(r, w))}, (4.3.17) 
和 
(refksywfz)) SEAT(r,w) + Oflog (rT(r ,sw))}. (4.3.18) 
今 w(xz) 是 (4.3.7) 的 解 , 应 用 定理 4.1 便 有 
T(r, Q(z, wz))) = T(r, P(e, w(xz))) : 
= pT(r, w) Tt O(log r), (4.3.19) 
上 式 与 (4.3.17) 结 合并 注意 到 @(co) 的 定义 , 类 似 于 上 面 的 演 证 
- 邯 得 
pli+a(1 om (00)), 
结合 (4.3.19) 和 (4.3.18) ,同样 的 讨论 又 可 得 
fA, 
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这 就 表明 方程 (4.3.7) 的 超越 亚 纯 解 w(z) 同时 满足 方程 

Q(z, w) = Pls, w), 
其 中 和 (zs, w) 是 ze 的 多 项 式 ， 次 数 乡 二 mintA，1 十 严 (1 一 
@(co))}， 系 数 是 z 的 有 理 函 数 。 

今 对 于 所 有 <e C,w(z) 一 “ 有 无 穷 多 个 零点 至 多 除去 两 个 
例外 ， 设 c EC 不 是 mkz) 的 Picard 例外 值 ， 并 设 {1z} (一 
1, 2，……) 为 w(x) 一 。 的 零点 ， 此 时 对 固定 的 c, R(z,c) 和 
A(z,c) 是 = 的 有 理 函数 ,并 且 对 无 穷 多 个 点 {zij(f 一 1, 2,…) 
满足 

Rfziyc) 一 有 (sic)， 
因此 必须 有 R(x, c) 一 &(s, ce)。 由 两 个 变量 的 解析 泗 数 的 恒 等 
性 定理 得 

R{z, w) 三 在 (z，z)， 
因此 有 (4.3.8)。 定 理 证 毕 . 

若 代 数 微分 方程 的 系数 是 亚 纯 函数 , 则 定理 4.7 仍然 成 立 . 但 
所 考虑 的 解 的 增长 性 应 高 于 所 论 方程 系数 的 消长 性 。 为 说 明 此 
点 ，L，Laine 在 [3] 中 曾 提出 允许 解 的 概念 ,并 定义 如 下 : 

定义 4.1 令 


Sr) = TT, aa) 十 >IT(ry at) 十 了 Tr, b,). 
k=0 j=0 


若 w(z) 是 方程 (4.3.7) 的 解 , 且 在 除去 线 测度 为 有 穷 的 > 值 集 的 
集合 上 满足 
Sr) 一 ofTCr 比 )}， 

则 称 w(z》 是 方程 (4.3.7) 的 允许 解 ， 

显然 , 当 方 程 (4.3 7) 系 数 为 有 理 函 数 时 ,方程 的 超越 解 即 是 允 
许 解 ， 

对 于 亚 纯 系数 的 代数 微分 方程 的 Malmqnuist 定理 可 叙述 如 
下 : 

定理 4.7” 若 方 程 (4.3.7) 存 在 亚 纯 人 允许 解 , 则 必 
2 一 0 和? 安 mintA i+ El— 8(%))}, 
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详细 证 明 可 参看 I.Lsine 的 [3] 和 何 育 移 与 葵 修 治 的 论文 [3]， 
NN，Steinmetz 中 曾 对 相当 广 还 地 一 类 徽 分 方程 引 人 人 允许 解 的 
概念 ,并 获得 Malmaqgnuist 型 定理 ,也 涛 虑 
Da ww p(w ne Hs, wv), (4.3.20) 
其 中 方程 左 疯 是 系数 为 亚 纯 函数 的 微分 多 项 式 ,， 吕 (zx， w】 是 两 个 
变数 xz 和 w 的 整 函 数 之 商 ， 方 程 (4.3.20) 的 介 许 解 定义 如 下 ; 
定义 42 令 


Sr》 ee > T(r, GD ) » Sefz) 二 T(r,H(s,e))},e € C, 
C0) 


设 w(x) 是 (4.3.20) 的 亚 纯 解 , 若 对 于 复 平 而 C 上 员 有 有 穷 聚 点 
的 集合 E == {c} 的 每 个 c 都 有 
Sr) + SAr) = of T(r, w)}, (4.3.21) 
可 能 需 除 去 线 测 度 为 有 穷 的 例外 值 集 ， 则 称 wlz) 是 (4.3.20) 的 
人 允许 解 。 
N.Steinmetx 证 明了 
定理 4.8 若 方 程 (4.3.20) 存 在 定义 4.2 意 义 下 的 亚 纯 人 允许 解 ， 
则 必 态 s,w) 为 w 的 多 项 式 并 且 它 对 必 的 次 数 满足 
degw H(z, WwW) A; 
若 (4.3.20) 具 有 定义 4.2 意义 下 的 整 人 允许 解 , 则 
degw H(z, w) 4, 


其 中 和 和 4% 是 定理 4.7 中 定义 的 量 ， 
证 明 设 w(z) 是 (4.3. “Hs 令 h(x) = Q(z, wl2)), 
又 对 于 cEB 置 
(sy 01) 一 7) 一 Hlzsc) ha) Picey 


ws)}— cs wa)—e ao 人 ez) 一 ec 
其 中 如 (s) 一 H(s, 0)， 由 于 wz) 是 (4.3.20) 的 解 ， 因 此 从 上 
式 易 知 ,w(z) 一 cl 的 重 零点 至 多 是 p(s; ci) 的 一 1 重 
极点 。 现 取 C19 CE Es ci cy 并 置 


(z3 cr) — pz; cz)} 


Pa 2; cls 
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_ Ate) 二 , H(z,c1) 
™ Coa) — ows) — ca) ee 一 cz] 如 人 Ko 一 6 
1 H(zs,c) 
et 一 人 2 was) wm 
__8(s) — Oz, wha)) 
(ze 人 se) 一 cos — ec) 
易 知 当 mks)] 一 oi 的 i 重 堆 点 不 是 awlz) 和 Be 人 一 1,2) 
的 极点 时 , 它 至 多 是 和 (zz; cs 061) 的 5 一 1 重 极点 。 一 般 地 取 
互相 送别 的 c;，*……*， ckE EB, 并 置 
ala el CA 一 一 {pei(s; ci ck- 
CA 一 1 Se CR 
a O13 3 CR-2S car)} 


~ 


一 ds 十 > Ei— Ge (Cz) 
I C08) ey j=t 'w (x) — ei 


_ ha — Q(z, wl2)) EE (4.3.22) 
JTOts 一 ci)， 


. $=1 


其 中 0x(z, w) 是 心 的 不 一 1 次 多 项 式 ,其 系数 是 Hi(sx)(i 一 1， 
2:… 有) 的 线性 组 合 ，2; 是 与 oc 有 关 的 和 常数。 由 归纳 法 ,从 上 
式 可 知 任 一 w(z) 一 ci 的 ti 重 零 点 , 当 其 不 是 apfe] 和 Hi(x) 
(一 1， 2,-, 克 ) 的 极点 时 ， 它 至 多 是 px(z; ct ck) 的 
Ti 一 1 重 极点 ， 关 于 后 者 我 们 在 下 面 将 甸 作 讨论 ， 
下 全 先 证 明 , 若 wl(g) 是 (4.3.20) 的 介 许 解 , 则 必 $xrlw) 三 0， 
其 中 当 w(x) 为 亚 纯 解 时 取 丰 之 A, 当 w(z) 为 整 允许 解 时 有 取 过 74. 
事实 .上 ,如 着 不 然 , 则 由 第 一 基本 定理 得 
Tr, w) = T(r,w ~— cin) + O(1) 
Tr, (wo— ern}prr) + Tr, prr) + OC(1), 
(4.3.23) 
现 硅 , 分 别 箔 计 TY(r, (ww 一 expat) 和 TEr $tn1)。 设 友之 4， 
则 有 
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mlr, hk ) mm ge 
Tw — a) 


十 到 Sy ee) 二 0(1)。 
I Cw cs) 一 cj) 


现 对 上 式 右 端 两 相 加 项 分 曾 计算 如 下 。 由 于 
| 一 < | | 
zfz) — cil I lwtz) — eil 


Su (二 1) Se erp 3 
其 中 lal+ 二 max {1, iai} ,c= max{ 1 十 1ci|}, 因此 
Ma |<eiooI(BETE2 
| 一 可]| 
5 ) 
RT ee 
2 十 和 相同 相亲。 由 假设 二 +, 故 有 


-一 AD 一 < mr ) tr, en) 
了 (wk — 0) 


WwW (2) - 一 ci 


+o{ 人 2 


WwW — Ci 


mf?, Ce we) ). < > ee 
让 1 


j=| 


十 2D) mlr, Hi) + OC(1), 


i=1 
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将 上 两 式 相 加 并 应 用 对 数 导 数 平均 值 引 理 得 


有 
m(r, pt) < Sy) ml r,s- 
i=1 ~ ww 


Ce) + Sms, aa) 


起 
+ DP} mlr, Hi) + S(r, w), (4.3.24) 
其 中 
SCr,w)— Ollog(rT(r, w))}, 
再 由 于 
下 (z) 
六 + 1) 一 
RISKCz) 所 天 十 He i 
[| 
2i (wz) ~ cAIHi() : 
2 w{s) — ei 
并 注意 到 
lw (zs) 一 ct A 1 二 
和 “D(z at) 


es 


其 中 EE 一 max {1 十 1cst 一 ci 因此 有 
[OT 


了 PKr (Cw ~ ck) SE mf rs i. h(z) 
Je — oi) 


iel 


Ne So) ss) + o01). 


i=l1 wlz) “= 0 


计 及 《之 4, 类 似 于 上 而 的 演 证 得 
此 
m(rs (wo— can)pbin) 2 >, or 一 二 一) +t Zim(r, acs)) 


1 至 1 


于 十 工 
+ DY mlr, Hi) + Slr, w), (4.3.25) 


现在 来 估计 Benz) 和 (w(2) 一 chr)binCs) 的 极点 个 
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数 。 首 先 ， 中 ertx) 的 极点 可 能 产生 于 下 列 四 种 情形 : 
1° {aukz)} 的 极点 ,此 种 点 在 N(r, prr) 中 的 贡献 为 
SN(r, an), 


类 和 了 
2” {H(z)} 的 极点 ,此 种 点 的 贡献 为 >， N(r，, Hi;)。 


39 w(x) 一 ci 的 零点 , 但 不 是 1° 和 2。 的 情形 ， 由 上 面 的 
讨论 可 知 ,每 个 5 重 零 点 鞋 多 是 balz) 的 5 一 1 重 极点 , 因 


二 其 中 
Mr 二 上 一 ) 表 示 wx) 一 ci 的 零点 密 指 量 , 且 重 零点 仅 计 


算式 一 1 次 

4" w(z) 的 极点 。 这 时 再 分 两 种 情形 讨论 之 : (i) 车 
ww 人 2) 为 整 函数 ， 则 它 不 存在 极点 ,因而 不 产生 dxsa(z)》 的 极点 ; 
(i)》 著 w(z) 为 亚 纯 函数 ,我 们 断言 , 当 交 二 入 时 ，w(z) 的 极点 
不 产生 isiKs) 的 极点 ;事实 上 , 若 mm 是 w(x) 的 7 重 极 点 , 则 
它 是 Bari(lz) 分 母 的 《A 十 1)r 重 极点 .但 zs。 至 多 是 $an (2) 
的 分 子 的 相 加 项 h(x) 和 Qsnlz, w(x)) 的 Ar 重 极 点， 因而 
| 是 barits) 的 零点 。 


此 这 种 点 在 N(+, wkr) 中 的 贡献 至 多 是 Sri 


综 上 历 述 ,全 得 
大 十 吾 
N(s, prti) < DN (re 和 =-) 士 2 N(r, qc) ) | 
太 十 上 
+ DN(r, Hi), (4.3.26) 


其 中 当 w (x) 为 (4.3.20) 的 亚 纯 解 时 取 友 == AA, 当 w(z) 是 (4.3.20) 
的 整 函数 解 时 取 & 一 4。 经 同样 的 分 析 我 们 可 得 


点 ‘ 
1 
N 3 i -< NM. 6 
(Cr, cAti)bet) 之 a en 


太守 1 
十 之 N(r, a0)) + 之 N(r, Hi;), (4.3.27) 
. #3 
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结合 {4.3.24 ) ,({4.3. (4.3.26) 和 (4.3.27) 并 应 用 (4.3.23) 便 得 
Tur) < 4 Dm -)+2Zw(r, i) 


起 中 于 


寸 2>) T(r,an) +2 之 T(r, Hi) + Sr, w), 


i) 
其 中 当 w(z) 分 别 为 《4.3. 20) 能 整 函数 解 和 亚 纯 解 时 外 分 别 取 
2 和 和 A。 
今 选 取 9 组 不 同 的 {ci}i=12,.9 4D) E E, 每 组 应 用 上 面 的 不 等 
式 然 后 相 加 之 可 得 


(Tl) 


9T(y ,ze) 之 4 六 m (7, 


9 二 + 


L) +2 DN ,一 ) 


十 18 SI T(r, 41) +2 饭 T(r, Hi)} 十 SCr， »), 


(2) 


应 用 第 二 基本 定理 便 得 
9T{r,w) < 8T(r,w) + 187) T(r, an) 


0 


ART+1) 


十 2 > Tr, Hi} + S(r, w) 
;=1 
或 
CR) 


T(r,w) < 185TCr ,0n)+2 > Tl, Hi) t Sr, w), 


;=1 
根据 允许 解 的 定义 , 上 式 右 端 等 于 of T(r, w)}， 这 便 产生 矛盾 . 
因此 ,必须 Brnlz) 三 0。 这 就 表明 ，(4.3.20) 的 允许 解 同 对 满足 
方程 
‘Q(z, Ww) = Orn(s, w), 

其 中 Grn(z, w) 是 2 的 炎 次 多 项 式 ， 系 数 是 H(z, ci) (i 一 1， 
2,… ,大 十 1) 的 线性 组 合 ， 且 当 w(x) 是 整 匈 数 解 和 亚 纯 解 时 
区 分别 取 % 和 A。 今 任 取 一 个 ct EE, 继 令 

R(z, c) ~— H(z, c)} — Orrnl(s, ¢), 
则 知 w(x) 的 。 值 点 是 R(z,c) 的 零点 ， 此 村 ，R(z,c) 必 恒 


+ 490.% 


为 稚 ， 事 实 上 如 若 不 然 , 间 有 
we i " 1 人 < 
Nlr, )<N (rR)< Tr, R(z, cc)} + 0(1) 


Ww —€ 


Ca 


T(r, H(z,c)) + DT{r, Hi(2)) + 0(1) 
i=1 


~ o{fT{r, w)}, 
但 由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 可 知 ,至 多 有 两 个 <e C 使 得 上 式 
成 立 ， 因 此 必须 R(z, c) 三 0。 这 就 说 明 两 个 变数 的 解析 函数 
R(z, w) = H(z, w) — Orm(z, w) 对 于 所 有 的 sEC 和 w€E 
有 R(z, w) 二 0。 根据 枉 等 性 定理 , 必 有 H(z,w) 三 Oasis 中)， 
网 H(z, w) 是 w 的 大 次 多 项 式 。 定 理 证 毕 。 | 


$4.4 二 项 式微 分 方程 

本 节 进 一 步 讨论 微分 方程 (4.3.4), 其 中 {faxlz)}, {5i(z)} 是 
z 的 有 理 函 数 。 NSrcinmetzml，S$，Bang 和 RR. 有 Ravfman 中 以 及 
G0.Jank 和 L. Yolkman 先后 证 明 , 若 (4.3.4) 基 有 超越 亚 和 纱 解 , 则 
(4.3.4) 本 质 上 是 六 类 典型 的 方程 之 一 。 这 一 结果 是 对 Malmquist 
定理 的 重要 补充 和 发 展 。 

定理 4.9 设 Plz, w) 三 > ax(x) tok 天 0， Dt{g, w) 二 


t=0 
> ww 关 0 是 ww 的 互 质 的 多 项 式 ， 其 系数 为 = 的 有 理 函 数 ， 


若 方程 ， 
(Ee) ~ Plz,w) Qs0) (4.4.1) 


贸 ， 


存在 超越 亚 纯 解 , 则 可 通过 常 系数 分 式 线性 变换 


az TB 
1 一 一 一 一 一 


3 oad — 7 0, 
yz 十 个 
使 方程 (4.4.1) 变 为 下 列 六 类 方程 之 一 或 是 它们 的 磊 : 


1° 公 2 
3 


+*1i91* 


29 (2) = als)(v — bw) {vy— rt)(y CO— Ta)y 


slr) 壬 Tis T233> 


3° 5 = ov 一 TD 一 mm) 一 rz 一 rz 
4° (下 = a Ty — Tv Oo Ts 
dv 


6° (7) = ala)(v — nv rv Oo ta) 


其 中 nm， rp tT 是 判别 的 复数 ,a(z), 5(lz), cz) 是 = 的 有 理 
了 滔 数 , 且 除 去 情形 1” 外, alz) 关 10, 
为 证 明定 理 4.9 我们 需要 证 明 下 列 的 引 理 。 
引 理 44 设 w(x) 是 超越 亚 统 落 数 且 仅 具 有 有 限 多 个 极点 、 
则 对 任意 天 ， 
lim ME ~ co， (4.4.2) 


fe r 


证 明 设 wlz) 的 极点 为 bs ea Bms 并 邻 Plx) 
且 (G3 一 妃 ), 则 woJP(Cs) 一 g(x) 为 一 超越 整 本 数 , 且 当 * 宇 " 


j=1 


时 3 


M(lr, g} < Ml(r, P). M(r,w) 2r"M(r, w), 
从 而 对 任意 的 入 有 
M(r, w) ~ M(r,g) 


rr rt 本 
根据 定理 1.2 的 推论 ， 当 > 一 oo 时 上 式 右 端 趋 于 无 穷 ， 由 此 得 
(4.4.2), 
推论 wlx) 如 引 理 4.4 所 设 , 则 对 任意 a > 0 和 KK 有 
lim LM {es 一 oc。 《4,4.3》 


F 下 中 了 


tit32， 


引 理 4.5 zwfas) 如 引 理 4.4 所 设 ， 又 设 w(z) 和 ws) 在 

1z| > +。 全 纯 , 则 对 给 定 的 8 > 0 在 在 ”使 得 当 + 之 + 之 +, 时 ， 
MI(r, w) 过 LM(r, w ts, (4.4.4) 

证 明 令 z 一 re”,， 取 ri 宇 rs 使 得 Mr w') 之 1。 对 于 

某 个 固定 的 上 6 [ri +] 有 
wls) = w(t) 十 e™ F w' 【pei)2p 十 z|， w' (sel?)e'r dg, 

从 而 有 

wa) < wD! 十 2 M16) 十 | M (ps wdp, 


根据 Hadqamard 三 圆 定理 
Mps w ) SLIME YT MO, w Joe ne 
< Mr, w MC, w ), 
再 取 r+! 足够 大 ,使 得 当 ” 之 六 时 
Mlr, oO)< 委 c 二 erMfry w) [Mr,w ) rs, 
引 理 4.6 wlz) 如 引 理 4.4 所 设 , 则 对 任意 o 这 0 除去 总 长 
度 为 有 穷 的 > 区间 序列 有 
M(r,w) < 23[ Mr, w) te, (4.4.5) 
证 明 设 w(z) 在 lz| 之 + 全 纯 , 则 当 ”< 一 Ri 一 1zl 一 
+ 之 RR 十 2+ 时 ;下列 Cauchy 公式 成 立 : 
7 (bE 
w' (2) 2 2 
na 人 人) 一 max{M(R, w), MC(R, w)}, 
2r—R> Ri 
当 7 足够 大 时 便 有 


MOry or) 委 1 
R—r 


max{ M(R,, WwW)s M(R, w)} 
1 
M(CR, ww), . (4.4.6) 
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嗓 只 一 十， 一 一 > 并 根据 关于 增 函数 的 Borel 型 定 旭 
E . [Mr, 


一 一 引 理 2. 3 知 ， 对 于 除去 一 一 个 总 长 为 有 限 的 区 间 序 列 下 式 成 立 ; 
| ~ [M{(R, w)] 2 M(r, 中)]=。 
将 上 式 代 人 (4.4.6) 全 得 (4.4.5)， 

引 理 4 和 47 设 Vzsw) 一 ales)jw? 二 aril2) wr! 十 .… 十 
4，# 这 1。 了 又 设 w(z) 为 超越 亚 纯 函 数 ， 若 Vz) 一 V(s， 


pe a 
wlz)) 仅 有 有 穷 多 个 零点 , 则 对 于 sz 合 于 Mr: 二 1Z(Csr)1 


者 , 必 存 在 某 个 8 0，, 使 得 当 r+ 空 +, 人 财 有 |wlsi)| 所 zs 

证 明 如若 不 然 ， 则 对 任意 8 > 0， 都 存在 趋 于 无 穷 的 序列 
mt 一 co 使 得 | oz)i > rh 由 于 (a4(z)} 是 有 理 函 数 ,因此 必 
存在 8 使 得 当 r rs 肝 ， 

ans)|>r -4 和 LC pe, 0 

lanle) | 
于 是 当 实时 
{Yam) | es) | ws ) 1 


x 一 富 二 ww 

ri 4 = > "> 
于 是 , 当 r~> co 时 入 

je 一 2rro8 > 0, (4.4.7) 
另外 ,由 定理 4.1 可 知 , 复 合 函数 V(z) 一 0 wt{z)) 是 超越 亚 


纯 范 数 , 由 假设 它 仅 有 有 穷 多 个 零点 , 则 7 


点 的 超越 亚 纯 函 数 ,而 根据 引 理 4.4 当 天 一 一 六 时 


i he Ey = OO 
im” pp 0 Te /& ， 
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这 与 (4.4.7) 矛 盾 。 这 就 证 明了 我 们 的 断 音 . 

引 理 48 设 w{z) 是 (4.4.1) 的 超越 亚 纯 解 ,并 设 Fw) 一 
ak{fz)tpk 十 ati(s)at 十 -十 az) 是 DOx zl) 的 质 因 子 . 
则 VCz) 一 V(s, wlz)) 有 无 穷 多 个 零点 ， 


证 明 车 VCz) 仅 具有 穷 多 个 零点 , 则 y(z) 一 二” 是 仅 


元 ) 
i 根据 引 理 4.7， 对 于 zx 合 
M(r,y) = |7(2r)! = 人 | 者 ， 存在 8> 0 使 得 |w(zc)| 所 
r; 并 且 对 任意 上 0 和 天 有 
ml rs DD ee 
ra re Vs) [er 
或 x 
miV(a)lr ~ 0. (4.4.8) 


下 面 我 们 将 导出 相反 的 结论 。 首 先 ,因为 V(x, w) 和 Vs(z, w) 
一 艺 F(z, w) 互 质 ,7(z，w) 和 P(z,w) 互 质 , 所 以 由 驾 转 


相 除 可 得 到 过 的 多 项 式 Pi(z, zw) 和 Qi(z, w) 以 及 = 的 有 理 菌 
数 Riks) 过 0 人 (1 一 1，2), 使 得 

Pi(zs, w)V(z, w) 十 Q(z, w)V (zs, w) = Ri(z), 

Ps,w)V Cs,w) + OF,1w)Ple,w) 一 RaCz)。 (4.4.9) 
通过 乘 以 zx 的 适当 的 多 项 式 之 后 ,可 以 假设 Ri(z) 和 Rz(z) 是 = 
的 非 恒 为 零 的 多 项 式 , 因 此 ,存在 a 之 0, 当 7 足够 大 时 ,|Ri(zy)|> 
a >0,1 一 1, 2. 

今 以 天 表示 下 列 6 个 尼 的 多 项 式 之 集合 , 旭 络 = {P(x,w)， 

Pa(2, w), Os, w), Os, w), Olz, wf Vs, Ww), Vlz, w)}. 


$ 
设 Pl(z,wv) 一 >》) x(z)wt 是 静 中 任 一 元 素 , 则 当 * 足够 大 时 存 


& 一 D 
在 71, 使 得 |ds(zr)| < 天 一 并 卫 可 选 半 使 得 上 面 的 估计 对 :用 中 所 有 
元 素 都 成 立 。 由 引 理 4.7 有 |w(zr)| 委 r*。 于 是 , 存在 c, 使 得 
1P(z0, wt sz )) < 
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当 取 p(s, ww) 为 Pi(z, w) 时 便 有 1 PICsr， w gs) | rs 又 计 
及 (4.4.8) 则 有 
(Pz, ws) NV) < rr iv) < 人 


当 取 8(z， w) 为 Q(z, w) 时 有 19:( sz(sr)| < ,EH(4.4.9), 
Va, wt 2,))1 = [R12r) — Pi(zs, wlzr))V (za) 


IOs, wt er ))| 
> [Ri(z1)| 下 1 PIC sr。 wl z1))| (1V(z,)| 
19:(sry wha))| 
之 -= (4.4.10) 
277 


类 似 地 得 到 
|P(s,, w{z,))| > pr 
再 取 Plz, w) 为 Q(z, wj)jV(z,w), 则 有 [Q(zr, wt zr))) 1 | FULzv， 
z(zr))| 二 ye。， 注 意 到 w(x) 满足 微分 方程 (4.4.1) 便 得 
< |1P(z wars)! =|w' (er) | Qt sr ws))| 
< fw (sr) |" iV (C2, wer)) lr” 
或 
> 
[wa) | IV Cs)! (全 ) rw， (C4.4.11) 
结合 (4.4.10) 和 (4.4.11) 得 
Wors ws) {hdrV CN) (全 rw。 (4412) 
现 取 B(s, w) 为 Ts(zy w), 则 有 IV szr, w(2,))1 过 1", 注意 到 
(4.4.8), 并 取 o 一 二,K 一 4o, 则 当 * 足够 大 时 ， 


A ， 
于 是 
A A 了 (人 re， 《4.4.13] 


由 于 Ge 一 - 2 过 求 导数 得 


ys) 一 一 证 (#) 一 一 [ye NV og, w)w (3) 


二 Js(x， w)}, 

并 应 用 (4.4.12) 和 (C4.4.13) 便 得 

MI(r, y") 之 EACHIPE LEDIAIA wl zr))| |w'Czr)| 

— [Vzr, wh))|} 
=— ONT {Vo wa DNC YG) 
一 | 了 7.(zv， wlzs))| {Vz)1"} 
SM (Ee 

又 根据 引 理 4.6, 取 ec 一 1， 则 除去 总 长 为 有 穷 的 + 区 间 列 序 有 

M(r,y) 所 2[M(r,》)]J?。 于 是 


2 Mr I TP PMC [EMCr ti), ,- 
或 . 
Ls 二 
< 芳和) < 00， 
这 与 (4.4.8) 了 矛盾 。 i V (C2) 必须 有 无 穷 多 个 零点 。 
引 理 49 设 wz) 是 
(se) = Plz, w)/O (2) (4.4.14) 


的 超越 亚 纯 解 ， 其 中 Ot{z) 是 = 的 有 理 函 数 。 落 Vl(z, w) 一 

ax(a)w*t 十 ari(z)jwi? 十 -十 qlz) 是 Plz,w) 的 质 因 于 , 且 

Vz, tw) 闫 0, 则 V(z) 二 V(xz, wlz)) 有 无 穷 多 个 零点 。 
gd 如 车 不 然 , 则 Vz) 仅 有 有 穷 多 个 长 点 ,函数 (Cs) 一 


二 3 一 一 为 仅 具 有 穷 多 个 极点 的 超越 亚 纯 函数 。 根据 引 理 4.4 的 推 
论 , 对 任意 w > 各 和 天 有 
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Hom [Ms 了 一 oo， (4.4.15) 
+ 


re 


若 取 sw 使 得 M(r, 7) 二 1y(xi)| 一 TPC57* 则 上 式 成 为 


lim(r* IV (zr))’) 一 0。 (4.4.16) 
下 面 我 们 将 导出 与 (4.4.16) 相 矛盾 的 结 沦 。 事 实 上 ,由 于 Vs,w)》 
和 V.(z,w)》 互 质 ， 因 此 有 Pi(zs, w), 91:(z，w) 和 x 的 多 项 式 
R(x) 拓 09, 使 得 | 
Pilz, w)Vlz, w) Tt Og, WIV w) = R(z), (4.4.17) 
并 且 存 在 a > 0, 使 得 对 足够 大 的 + 满足 | R(x.)| > a 盖 0。 今 
设 V(x) 仅 具 有 穷 多 个 零点 , 故 由 引 理 4.7 可 知 ,存在 8 盖 0， 使 
得 1w(sr)' 所 rs 类似 于 引 理 4.8 的 证 明 , 存 在 o > 0, 使 得 对 下 
列 四 个 多 项 式 {Pi(x,w),9.(s,w),Plz yw)/V(s,w), Volssw)} 
中 任 一 个 (sz, w) 都 有 
[Bla,, wzr))| < ro。 . (4.4.18) 
特别 地 有 18(zr， awksr))| 三 r ”和 |Pi(z,, w(z1))| < 之 re 由 
(4.4.16) 使 有 |Pi(gs, wlzr))[ V(r)| < 到 加 PFCsr)1 人 再 由 


《4.4.17) 得 
zs wz | Rsr) PP 区 (sxrs wt{zr)) Plz)) 
i [Ou wa ))| 
> IR(z,)| 一 IP,(x;, wl zr))| IV(z,)| 
19i(zv， w(xzr))| 


s 


2 于。 

定 2r° 
同样 地 ， 丰 (4.4.18) 有 1P(zry wa))j Vx)! 过 1" 和 17Fo(m， 
w(zr))| < r*， 此 外 , 当 > 足够 大 时 , 19(s1)| > +。 因此 ， 


lw(sr)i" — i 5 [V2)| < re17(sn1。 


计 及 (4.4.16), 肥 “一 并 ,天 一 22 十 2c, 列 有 
n 


《4.4.19) 
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[mw Cz) ~ 1F(sr ) 7? 3 和 7 


从 而 
lw Ca) iV. wz))! 一 + {4.4.20) 
应 用 {4.4.19) 机 (4.4.20) 得 
Mr) 之 1Y(z) = [yar) PAw 2) af whar)) 
+ Vs, wha))}l 
[yz) 1 AIV Cs, whler))! 
一 [oo (x)V (er, wlzr)) |y 


>[M(r, ?= +r, 


再 应 用 引 理 4.6, 取 a 二 ， 则 除去 总 长 为 有 穷 的 区 间 序 列 有 


MKryy) 扫 40M(Cr sy)]+tE。 由 此 得 


[MG RB/ < < oo， 


这 与 (4.4.16) 了 矛盾， 因此 ，V{z) 有 无 穷 多 个 零点 。 
引 理 4.10 设 w(x) 是 下 述 方程 的 超越 亚 纯 解 


(2%) ~ Cw — RG 0) (4.421) 


其 中 为 正 整 数 ，r& C，R(w) 是 zs 的 有 理 函 数 , 9(z, w) 是 与 
(w 一 5)* 互 质 的 的 4 次 多 项 式 , 且 & 十 4 一 2, 则 有 
1° 车 tz 是 wfkz) 的 Picard 例外 值 , 则 二 2; 


2° 车 + 不 是 w(x) 的 Picard 例外 值 ， 则 地 所 pn 
nai lp 车 + 是 wlz) 前 Picard 例外 值 , 划 w(z) 一 
~ er 点 的 超越 亚 纯 函 数 ， 注 意 到 24 一 
z 一 a x(z) 是 次 之 方程 的 超越 亚 纯 解 
(a RR 
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其 中 mwfs) 一 (一 1)*0(z, r+)， 由 于 9(z, w) 与 2 一 开 互 质 , 故 
akz) 天 0 于 是 存在 “ 和 KK 使 得 当 + 足够 大 时 
jie 21 < cyx[MCr tt)12。 

根据 引 理 45, 对 se 汪汪 0 有 

{[M(rya)) erstM( rw) te {Mr, +s, 
由 于 e 是 任意 的 , 即 得 < 委 9。 

现 选 取 z,, 使 得 M(r 4) 一 etasr)l 则 由 引 理 4.6, 除 去 总 长 
为 有 穷 的 > 的 区 间 序 列 有 
[RCO | Os, is)1 一 天 (ar 和 [MO we 

< (2 MC xD)]tej。 

此 外 ,存在 o > 0, 使 得 对 足够 大 的 + 有 


[|R(gr)az)| > 1, 


ez) | a 
-| 1,2,..'.,4; 
qu le): 


谍 及 M(r,#) 一 1x(z,)1 之 2r"， 因 此， 
[RC(zr) lOtz,, Cz,))) 8 
IR as) lus) {1 — hese jaa,) 1 — 
[eosr)| 
-eer 
之 cr [Mr FLMCr, eaJ]9 
结合 上 面 两 式 得 
[MCr, a)] [Mr wt , oe, 
由 于 6 和 w 是 任意 的 ， 即 得 4 和 x， 因 此 4 一 n。 再 由 假设 得 
R= 2n—4 =7, 
2° 车 zx 不 是 wkz) 的 Picard 例外 值 , 则 w(x) 一 z 有 无 穷 
多 个 零点 {zx}。 根 据 假设 ,ww 一 和 R(z) CC， w) 互 质 ， 因 此 
只 有 有 穷 多 个 {zx4} 使 得 RC(z4) 0(zx， w(24)) 一 0。 今 取 zo€ {zt} 
使 得 R(z0) O(zo, wzo)) 二 0, 并 设 w(z) 在 am 点 邻 域 的 展 式 
为 
ws) 一 十 (zz 一 2zo)8 gs), g(20) 天 0，co。 
将 上 式 代 人 方程 《4.4.21) 并 比较 = 一 ze 的 者 次 得 nlp 一 1)==pp。 
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网 此 ,必须 p 宇 2, 从 而 po p= 1 
定理 4.9 的 证 明 ， 首先 ， 由 定理 4.6 得 知 ， 方 程 (4.4.1) 必 为 
次 之 形状 , 
(se) 一 各》 于 二 AI 人 十 .十 cnfs) < 2p， 
dx | 
{4.4.22) 
其 中 {aiCe) Yi 一 0,，1:………， 元 ) 是 的 有 有 理 函 数 ， 现 令 P(g,w) 


k 
一 2D) aia)w’, 取 cEC，, 使得 Pl(s, rc) 兰 0， 并 作 变 换 v 一 


1 _, 则 (4.4.22) 成 为 


we 


5 有 3) can(z]t2n 十 cons) 十 二 ce 


= Pls, v), | (4.4.23} 
其 中 czkz) 一 (一 1)"?P(s, ce) 尖 0. 现 设 (4.4.23) 右 端 分 解 为 质 
因子 的 乘积 , 即 


CC) 一 YCzJ[Kg。 2 [Vz v)]m, 


其 中 Yt{2) 是 的 有 理 歼 数 ， Is>， 2) (7 一 a m) 是 
8(s,z) 的 质 因 子 , 并 且 它 们 之 间 是 互 质 的 。 令 Vi(z,v) 对 >” 的 


次 数 为 degViC(s，,v) 一 4，、 则 有 2) pili 一 24 
7 


设 Pil(z, 2v) 一 V(z, 2), 使 得 VA(z,v) 天 0, 则 由 引 理 4.9 ,对 
于 方程 (4.4.23) 的 超越 亚 纯 解 v(z), V(x) 一 Vlz, vtx)) 有 无 穷 
多 个 零点 、 由 于 7Y(z) 是 x 的 有 理 函 数 , 它 仅 有 有 穷 多 个 零点 和 
极点 ， 又 由 于 V(xz,v) 和 V(x,v) 互 质 ,V(z,v) 和 Vi(x, v) 
(大 1) 互 质 , 因 此 总 可 以 选取 zo。 使 得 V(z,) 一 0, 但 7Y(zo) 天 0,oo， 
(zo vz0)) 0, co Vai(zos zi)) 隆 0，o0。 今 由 vlz) 浅 
足 方 程 (4.4.23) , 故 得 v(z。o) 一 0。 再 由 


201 » 


Vssv ls) ems t Vols ve) )o’ Cs) eee 


= Vs)) 天 0， 
则 知 zx， 是 (zs) 的 单 零点 。 设 v(z) 在 xs 点 邻 域 之 展 式 为 . 
vs) es to 十 {z — srels), g(tz0) 天 0 oo， 
代入 方程 (4.4.23) 得 : 
人 sz 一 20)0 f(s) 一 (z — wo ib(s), fz) F 0, 00, 
B(z0) 0, 00, 
由 此 (一 1) 一 占 * 从 而 乡 关 2 由 之 所 


若 上 4 空 2, 则 由 于 > 便 导 出 一 2, pi 一 #。 此 


时 方程 (4.4.23) 右 端 只 有 一个 质 因子 ， 并 可 写 》 
(0) 7 (a) as) ot cs) + oz) 1", 
今 v(xz) 为 (4.4.23) 的 亚 纯 解 , 令 
Pls) 一 2 Ca) fo Ca) va) TF ols)v ls) + elz)}, 
则 有 ytz) 二 (8(z))", 此 时 方程 (4.4.23) 表 为 类 型 1° 的 浸 ， 
若 五 一 六 一 :一 tn a 二 则 分 三 种 情形 讨论 之 ; 


1) 若 至 少 有 湖 个 Vi(z, v) 和 VA(s5v) 使 得 忆 (Vi(z,0)) 


0 和 (Vr(z,v)) 关 0, 则 由 上 和 面 的 演 证 得 po —p 一 "于 是 


方程 (4.4.23) 写 为 
(vp ra ols + le) "B20 +t Plz)]", 
此 时 再 一 次 化 为 类 型 1° 的 方程 之 等。 


2) 若 仅 有 一 个 因子 Vi(x， »), 使 得 如 (Vils, 9)) 关 0, 则 


如 上 一 样 可 得 pg = nn(z 一 1)。 若 记 jy 一 pp 扎 272, 则 (4.4.23) 
成 为 
(v)* = 7 os) + ots)]* II (vO— Tr, (4.4.24) 
(a) 车 = 二 22, 则 ss 一 0。 方程 (4 A 24) 成 为 
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{z )n = Yig)| oa) + oe) ti， 
如 为 类型 1e 的 方程 之 千 。 

(5) 车 4 一 >， 则 根据 引 理 4.10， 不 论 re 是 否 为 v4) 的 
Picard 例外 值 部 有 之 <n<n, 族 自 全 < 六 ma 一 得 1<1<2. 
因此 , 若 s=1, 刚 旭 “+ 由 一 22 和 =n 得 pn 一 7， 此 
时 方程 再 次 成 为 类 型 1 的 里 ; 若 “一 2， 则 由 和 十 由 一 和 
Kl 之 了 Pa :之 3 得 co == to 一 人 # 一 2m, 则 (4.4.24) 成 为 

{0 = Ys) (ola) ols) "my pt), 

外 此 可 导出 它 是 类 型 2° 方程 的 竹 . 
3) 着 不 存在 Vz,#), 使 得 (Pi(zyz)) 关 0, 则 方程 化 为 


(v)" = 7(2) I 《ce -~ ri) (4.4.25) 
由 引 刺 410， 无 沦 mW 是 否 为 sz) 的 Picard 例外 值 都 有 名 之 


地 > 1 一 1,2,…,5， 由 于 思 jw 一 29, 下; 4， 现 分 别 情形 讨 


论 之 。 
(a) 当 * 一 4 时 , 则 由 了 >，m 一 22 和 相关 于 得 同一 一 


Fy 


pO > 令 # 一 2m, 则 方程 成 为 


(Cv) =7(z) IT (so #5)”, 


此 由 为 类 型 3° 的 军 . 
(b) 当 s 一 3 时 ,车 ms rz 中 至 少 有 一 个 ， 比如 i， 是 
zs 的 Pieard 例外 值 ， 则 由 引 理 4.10 可 知 ，g, 二 w#。 再 由 于 


记 寺 庙 一 和 生 关 二 。 内 关 二 得 让 一 内 一 工 . 令 一 2tz， 
之 2 2 
则 方程 成 为 
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(7 ) 和 一 Yo 一 zf 一 to 一 ra)m， 
此 即 为 类 型 4° 的 需 ; 若 my ra fa 中 无 v(xz) 的 Picard 例外 信 ， 
则 >(s) 能 取 到 zi(i 一 1,2,3), 设 vlsi) 一 Tt, 是 v(x) 在 si 的 
邻 域 之 展 式 为 
vs) — Ti (so i) ?igs), gi(2i) 8 0, co。 
将 上 式 代入 方程 (4.4.25) 并 尘 较 z 一 的 震 便 得 到 a(p; 一 1 一 


3 
tpis 1 一 1, 2,3， 因此， 必须 pj/ 2， 再 由 于 2x 一 lp; 一 
i 二 


3 3 
al 十), 即 得 站 一 1。 此 时 仅 有 下 列 三 种 情形 出 现 : 


(i) (pis Ppa, P3) = (2, 3, 6); (Ci) (CP, Pas P3) = (2, 4, 4); (ii) 
(pi, pas Pa) — (3, 3, 3). 


(Ci) 和 一 (1 一 十 ) 一 季 , 抽 一 吾 , 轴 一 各 邻 一 61m， 
1 


3 
则 方程 (4.4.25) 成 为 
(OP = 7 rm TT m3), 
此 时 方程 为 类 型 6° 的 医 ; 


GD 内 一 于 , 包 一 内 一 各 令 一 4， 则 方程 成 为 


(9 )™ ms re)(e ee Tv = Ta)"{v < D3) 
此 即 为 类 型 5° 的 震 ; 
TD 宇 三世: 疝 王 2. 令 # 一 3m, 则 方程 成 为 


(em 7 Oo cP" Oo ty Oo rt )™, 
此 即 为 类 型 4” 鸭 窗 ， 
(c) 当 s 一 2 时 ， 经 类 似 的 讨论 可 得 到 jp 二 pw 一 #。 此 时 
方程 成 为 
(一 Yefz 一 Fo 一 7 
此 时 方程 再 次 化 为 类 型 1° 的 究 ， 
(d) 当 = 一 1 时 ,显然 有 pn 一 2x。 此 时 方程 成 为 
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(Ko 一 7(z)(z 一 om 
此 时 方程 为 类 型 1? 的 宕 ， 


$4.5 具有 代数 体 函 效 解 的 微分 方程 


关于 微分 方程 的 代数 体 函 数 解 首先 为 P.Painlevé 和 P. Bout- 
roux 所 研 究 , 这 种 解 较 亚 纯 解 更 大 量 的 出 现 , 例如 以 下 简单 的 方 


ee 1 即 具 有 二 全 代数 体 函 数 解 w (z) 一 Vz。 因 


程 -一 

dz 
为 具有 大 范围 单 值 亚 纯 解 的 方程 是 比较 特殊 的 ， 所 以 许多 作者 例 
如 本 Malmquist，K. Yosida 等 人 车 讨论 何 时 微分 方程 具有 单 值 亚 
纯 解 的 周 时 ， 也 讨论 具有 有 限 多 午 代 数 体 解 的 相应 问题 。 本 节 将 
介绍 这 方面 的 基本 结果 和 车 十 新 进展 ， 其 中 何 育 赞 与 萧 修 治 在 
[2]，[3] 中 对 一 般 高 阶 代数 微分 方程 存在 代数 体 解 的 必要 条 件 获 
得 精确 形式 的 Malmquist 型 定理 ， 他 们 还 在 论文 中 举 出 微分 方程 
及 其 代数 体 解 的 例 说 明定 理 中 的 异 能 被 达到 。 和 
理 ( 参 看 何 育 赞 [4])。 


引 理 4.11 设 P(s,w) 一 3 axC2) wt， 系数 {axCz)}( 克 一 

4 三 0 
0, 1,……, Pp) 是 = 的 亚 纯 函 数 ,又 设 w(x) 是 + 值 代数 体 函数 , 则 
N(rsP(s, (2)))=PN(r, zw) 十 ofB [le oo + N(r, 外: 


《4.5.1) 
证 明 ”首先 我 们 知道 ,复合 函数 
Plz, ws)) 一 六 eas) we) 
的 极点 是 由 函数 w(x) 的 极点 和 {ai(z)} 的 极点 所 产生 , 且 其 重 
级 至 多 等 于 相 加 项 中 重 级 最 高 者 、， 现 以 rtw, a) 表示 w(x) 于 
zo 点 取 a 值 的 重 级 ， 类 做 地 以 rla4，o) 表示 对 于 etks) 的 相应 


量 。 设 在 zs 点 邻 域 
wz) 一 【yz 一 a) Ms), Bs) 天 0020 ,1< 妇 >< 委 > 
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和 
(2] 一 《z Bn) hm tr RG x), dt 0) 0 0, 
于 是 有 
a CE) wt oz go) HB), Braso) FE 0, 00, 
其 中 54(3) 一 ax(z) (whe) )*, Wh, co ) = kr(w, C0)+ 7Y[r(at, 
co ) 一 TCar, 0)], 


由 于 i(P,00) < max{r(bh, 00)} < < pr(w, 0) + rr 0), 
因此 

nr， Ps, WO) < palrs w) 十 Dl alrs aor), 
ee se 


Try Plz, w)) SpNGr, w) + D) NGr, ar), 


= 三 


为 了 证 明 反 向 的 不 等 式 , 我 们 分 三 种 情形 讨论 之 : 
1” 若 对 于 & ,0 和 8 和 一 1 都 有 rz(2 0) 一 rp 00)， 
则 有 
ZI( 疡 oo ) 一 庆生 co) 一 Prfm oo) 
十 YIr(ap co) 一 fary 0)] 
. pr(w, 0) — vr(lap, 0). 
2° 车 存在 ( 过 2) 使 得 当 了 夫 丰 时 ，r( 吕 ，co) > r(5， 
0), 则 取 i 二 便 有 
Rrlw, co) + rlr(ar, ceo) 一 za 0)] 
> pr(w, 00) + rir(as, OO) — rao, 0)1. 
由 于 ?> 有 & 和 Y 很 上 了 , 便 得 加 
wy oo) Sp Ar(w, 0) Esrars co) + r(a,,s 0)1. 
3° 车 至 少 有 两 个 不 同 的 项 i >*， 使 得 tr(&bx, 00) 二 +(5i， 
co), 则 有 
Tw 00) 委 (1 Rr(w, 00) 和 [fr(ax，co) + ra;, 0)]。 
由 此 可 知 , 傅 形 2° 和 3° 都 有 
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1 


pr(lw, co) py [rlax, 00) + rlais 0)], 


t=0 


因此 ,三 种 情形 都 有 下 面 的 估计 : 


tr(P, co) 之 prliw, ye eh Shen 0)]， 


k=0 
从 而 
Hs pls, w)) pn(r, w) 
本 
= ~>| n{r, 41 十 有 2)]; 
由 定义 便 得 


N(r, Pls, w)) > pN(r, w) 
P 、 
—p >| NG, d4) 十 N (+, je 
x=0 aR” 
上 面 两 个 关于 N(r, P(z, w)) 的 估计 式 相 结合 使 得 (4.5.1)。 
引 理 412 P(z, w) 和 w(x) 如 引 理 4.11 所 设 , 则 有 
mlr, Plz, wa))) = pm(r, w) 


+o0 {Slm, ax) 十 “tr 外 {4.5.2) 


x*=0 


证 明 ”我 们 以 多 表 示 连 结 判别 式 J(z) 的 零点 之 曲线 然则 


(2z) 在 CNS 分 离 为 ?个 单 从 分支 wi(2)C 一 12 令 


Pi(z) 一 D>) ak(z)(zwigs))4， 


R=0 


继 令 EE 二 {zx， ja =r}, EI!= {zr € FE, lute a 本 Ei! 一 


E\E! ;并且 置 一 #Yei :由 


于 |。 1P (ol 一 二 |。 i 


下 面 分 别 估计 上 式 右 端 丽 项 ， 首 先 
11a tel PC! a < tn (D> Lari) 


Pp 


< 2 Ls lig | ax C2)| dd 十 log(p + 1)., 
#4=0 二 : 


?了 387。 


其 次 ,注意 到 ze EB; 时 , |P;(2)| 所 [wj(3)1? 三 esks)1， 于 是 


二 工 |。 tig|Pi(z)148 < 二 2) ga Ca) 1a0 


+ Df telaal) ld + boglp + 1), 
综 上 两 式 便 得 


Ee | WelP,(s)| a0 
| jE1 2 ) 


ca 1 
二 和 1 
p 
+ Di| lig|ax Cz) |d0 + OU) 
R=0 2 "BE 


=— pm(r, w) + 2 mlr, ar) + O(1), 
R=0 
为 了 得 到 反 向 的 不 等 式 ,我 们 将 Pj(z) 改写 为 
Ea 
Pi(#) 一 ap(z) 》 Arlz) (rwils))?t, 
二 0 
其 中 ta) ry ap_aCs)/ ap (2) (Ck “= 0 1,..., p). 对 每 个 2 C, 
令 了 
《Cn — max {1 14a(a1i、 
继 令 页 一 1ze 互 |w(?)| < 二 24(x)} 和 B61 一 BE\B1， 于 是 当 
seE kB; 时 ， 
p 
WAAC 
PO > lo No -DE ) | 
> 1ap(z)11azi(Cz719122， 
即 有 


24 (4))?, ; 
lw | C220) es 


2?| Plz)|/ ast)|, ze Bt. 
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|), tsim(s)1d0 ~ (| + 4 ) Bal wiCs) 17a0 


a [a log (24(s))'d9 十 二 } | i iée (Sa 


< |s elP()1a0 + p Emr, ak) 
™ 2 = 


十 or + 0(1), 


有 从 而 
pm{r,w) Em{r, Pls, w)) 


pi 
p : /1 
二 之 > m(rs ah) + 尼 mrs) + OC1), 


0 4 


由 此 便 得 (4.5.2)。 

出 引 理 4.41 和 引 理 4.12 立即 导出 

定理 4.10 设 Plz, w) 一 > aks)tk。， 到 (zs)》 为 代数 体 满 
数 , 则 有 

TOs Plesw(O) = pT(7»0) + 0 {2 ro 外 


【4.5.3) 
下 面 的 定理 在 亚 统 函数 情形 为 站. 3，Moxospxo 所 证 ,在 代 
数 体 函数 情形 首先 由 下，Gackstatter 和 I Lainet 所 给 出 。 
定理 4 二 设 尺 (zs ww) 一 Plz, w)}/9(z,w), 其 中 P(x,w) 
p 4 
一 >) a 2)wt 和 Q(z,w) 一 了) 5j(z)wi 为 两 个 芋 质 的 必 的 多 
克 二 笑 i=0 


项 式 , 其 系数 {axtx)} 和 tb)(z)} 是 % 的 亚 纯 障 数 .车 wz) 为 


代数 体 活 数 , 则 有 
T(r, R(z, w (2))) = et 9}T{r, w) 
十 > T (r,s arn) 十 bp T(r, &; 中 《4.5.4 ) 


j= 
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证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 degP(s, w) 一 p 守 9 一 deg 0(x， 
比 )。 否 则 ,我 们 可 以 考古 1/R(x，w)， 则 化 为 上 述 情 形 ， 应 用 放 € 
转 相 除 可 得 
Pls,w)} = Ss, w)O(z, w) + Tz, w), degS! = p — 4, 
qdeg7 = i;< 了 
Oz, w) = Sz, wTI(z, w) + To, ww), 
degS: 一 9 一 dsg7y sy 
Tazs WwW) = Sas wT gs, w) + Ths), 
degSm 一 im 一 -ly degTn = tn, = 0, 
电 假 设 ,P(z, w) 和 8(z, ww) 是 五 质 的 ,因此 根据 定理 2.1 的 注 ， 
To(z) 其 0, 并 且 有 
Plzss wUzs, w) + Ol w)V(z, w) = 1, (4.5.5) 
其 中 U(xz,w) 和 V(x, w) 是 如 的 多 项 式 ， 且 degpU 所 9 一 1 
和 degwV 和 pp 一 1, 系数 是 {urlz)} 和 {8j(z)} 的 有 理子 数 ， 
并 和 且 由 于 十 degwU 一 9 十 degwV 和 Pp 之 9, 亦 必须 degwxU 才 degwV， 
反复 应 用 定理 4.10 和 第 一 基本 定理 可 得 


T(r, R(z, ww]) — T(r, £2, CE 的) < TC Si(zy w)) 


"Q(z 
Ti(z, w) eg 
+ 7 (ro) 十 Cb) T(r, Si(s, w)) 
3 Q(z,w 
十 7{,, ee) + Ol) Tt, Sz,w)) ++- 


im, BCs w) 
+ lr, Smlzs w)) + T(r oes }+ 00) 


(p 9)TCr， w) 十 《9 — 1)T(r,w) Tt (tl 


一 co)T(ryaz) + 0 D3 T(rsat) + Dl T(r, 6)} 
k=0 i=0 。 
p 好 
= pT{(r,w)toO {> Tlrsat) + > T(r, 站 (4.5.6) 
. .= i=0 


"2 + 


由于 9 = 0 时 即 为 定理 小 10。 因 此 可 以 慨 诅 当 分 母 对 邓 的 次 
数 不 大 于 9 一 1 守 定理 成 立 ， 要 求证 明 分 母 次 数 为 4 时 (4.5.4) 仍 
成 立 。 事 实 上 ,由 (4.5.5) 有 

et 
le Tp Te 


一 Try V(s,w)P(lz,w)) + O(1)= (p+ deguV )T(r, tr) 
+0{3 T(r, ax) + D776). 
R=0 1=0 


另外 ,由 归纳 假设 有 


U(z,w) Q({s,w) 
(es "V(r,w) Plzs,w)/ 让 < Te 


+ P(g | + OD) TIC, Rs, w)) 


Sa 


+ (degoV)T(r,w)+ 0 人 > T(r，ax) 


| k=0 
+ 于 To 
i=0 
结合 上 述 两 式 即 得 


pT(rsw) SRT, Rs, WwW))+ oO {5 T(r, er) 


Lo 


+ F750). 
上 式 与 (4.5.6)} 结 合 便 得 (4.5.4)。 
关于 微分 方程 代数 条 解 的 Malmquist 定理 ，K，Yosida 在 
{21 中 证 明了 
定理 4.12 设 方 程 为 


人 一 Rsst)， (4.5.7) 


其 中 R(z,w)=P(z, w)/QO(z, w)= DS) Cs)wt / 六 bs) 7, 
j= 


"21l:« 


系数 ait2z)} 和 fs) 是 < 的 有 理 函 数 。 若 方程 (4.5.7) 存 在 
» 值 超越 代数 体 解 , 则 必 
9s20 一 1) 和 户 魏 2。 (4.5.8) 
证 明 设 w(z) 是 (4.5.7) 的 > 值 代数 体 范 数 解 ， 和 根据 定理 
4.11 并 注意 到 系数 {Laxtz)} 和 145;《s)} 是 x 的 有 理 函 数 以 及 找 
数 体 函 数 导数 极点 的 估计 便 得 
max{p, 9g}T(r, w) + O(logr) = T(r, R(z, tw (2))) 


= T(r,w) 人 Rm(r,w)+m (7 和 ) NCr,w) 十 N(r,w) 
£0 
+t Nal7, w) 委 22T(ry w) tn (二 ) 
> 了 


= 2yT(r, w) + O{log (rT(r, w))}, 
由 假设 w(z) 是 超越 的 ， 上 式 两 边 除 T(r, w) 并 让 ”经 历 适 当 
的 序列 趋 于 无 穷 即 得 
max{p, 9} SE 27。 


今 由 假设 P(s, w) 和 0(z, w) 是 忆 的 互 质 的 多 项 式 ,因此 总 存 
在 ceG 使 得 P(s, a] 闫 0, Q(z; oo) 关 0. 令 多 一 一 上 则 


tw 
Pls, cj) 十 As)(w — oe) + Aps) (Ww — oo)r 
Qlz, oe) T+ Bg}(w — a) + Bra){w -— oa)’ 
Please) + ds)IWT + + + Ap Ce) WY? 
Bftsgya) + BW + -+ Beals)W 


但 知 2 各 一 一 4 皮 ,所 以 方程 (4.5.7) 越 为 


R(s,w) 一 


dz W’? ds 
dw — p+2 Plzso)W? 十 As)W? + :+ As(s) 
dz Q(z,e)H’” 十 Bi(z) 革 2 十 .十 Balz) 
ps Pifs 了 ) 
Q(z,WY 


此 时 ,应 用 上 遂 的 演 证 可 得 max{degP1i, deg01) 所 25。 下 面 分 两 
种 情形 讨论 之 : 

I? 车 4 一 绢 十 2 兰 0， 则 degP; 一 9 十 2 deg01 一 94， 轩 
此 ;9 十 2 一 maxtdegPiy dege 雪 22， 即 9 所 2(7 一 与 。 再 由 
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假设 I? 便 得 p 安 9 十 2< 扫 2 
29 和 若 9 一 p 十 2 天 0), 则 degPi 一 deg 一 户 一 2， 了 四 北 ， 
pp 二 max{degP1, degQ1} 委 22。 朋 由 假设 2? 得 4 委 2(2 一 1)。 
丙种 情形 都 导出 我 们 所 要 求 的 结论 ,定理 证 毕 。 
定理 4.13 谈 方 程 为 
上 — R{g, w), (4.5.9) 
其 中 R(s, w) 如 定理 4.12 所 设 . 若 (4.5.9) 存 在 ?+ 值 想 越 代 数 体 
了 国 数 解 , 则 必 有 
922(2 一 1) 和 pA 2ny. (4.5.10) 
证 明 首先 ,由 于 P(z, w) 和 0lx, w) 互 质 ， 我 们 能 选取 
at CC 使 得 P(z,a) 关 0 和 0(z,@) 革 (0, 并 令 斑 一 -一 - 
dw vn 1 {dWN\" 
由 于 (4 C3 i | 和 


R(z， w) 一 PKxsa)》 二 42 于 二 十 . -于 4pfs 了 -9 
， Q(z,0) + BW + + BaCr)W es? 
则 方程 {4.5.9) 成 为 


的 


2 一 WIPt2n =— R(g, W), 


BiCx) Wt 0) 


(4.3.9)° 

其 中 了 Cs) 《一 1)” Plz, 4),» Bo Cs) = 一 1 ofts， 2)》。 今 设 
wlz) 是 (4.5.9) 的 超越 > 值 代数 体 阴 数 解 , 则 W (x) 一 
是 (4.5.9) 的 超越 »” 值 代数 体 球 数 解 。 下 面 分 两 种 情形 讨论 之 : 

1? 若 4 一 十 2n 斌 0, 则 te degg 一 9。 因 
此 ,应 用 定理 4.11 便 得 

rr, Rs, W)) ~ max{degP, degO T(r, W) + O(logr) 

= {9 2n)T{r, W)T O(logr), 
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又 由 于 . 
T(r, (W')?) ~ nT(r, W') 
魏 {TCr, Ww) 二 Ntr, 及 ) 十 Niry TV) 十 ” (7, )} 
Ww 


< 2ppT(r ,WwW) + Of{log(rT(r, W))}, | (4.5.11) 
所 以 ,结合 上 述 两 式 即 得 
(9 十 22)7fr， 销 ) 安 2pp7TUry WW) + Olog(r Tr, W))., 
类 似 于 定理 4.12 的 证 明 即 得 4? 委 2nlv -1)， 再 机 假设 1° 便 有 
PI + 2n 2ny, 
22 车 4 一 十 2n 过 0, 此 时 degB =p, deg0= pp 2n. 
下 次 应 用 定理 4.11 可 得 . 
T{lr, R(z,W)) = max{degh, depgpO}T(r, W) + O(logr) 
= pT(r, W) + Of log?), 
结合 (4.5.11) 应 用 同样 的 注 证 便 导 出 p 所 2nz。 再 由 假设 2° 即 得 
9 安 2z(2 一 1)。 
F，Gackstatter 和 1， Laine 中 首先 讨论 了 以 下 一 般 高 阶 代 数 微 
分 方程 存在 有 限 多 值 解 的 必 此 条 件 。 设 
Q(z, tr) 一 RU w), (4.5.12) 一 
其 中 Q(x, mw) 一 aw (2) (vw) Ca)a 是 微分 多 项 式 ， 系 数 
Lao(s) 是 = 的 亚 纯 函 数 , R(z, w) 一 Plz, w)/0{z, w),P(z, 


[a 


w) 一 > ac(z)at 和 Q(z,w) 一 访 ) bi(z)w', 其 系数 {axCz)} 
:=0 


和 fs 是 = 的 亚 纯 函数 . 为 了 说 明 所 著 志 的 解 其 增长 性 高 
于 所 论 方程 系数 的 增长 性 ，F. Gackstater 和 II Lainem 警 给 出 
人 允许 解 的 定义 如 下 : 

定义 4.3 令 


党 p 时 
Sr) 一 > T(r, gn) 十 > T(r,ax) 十 2) Tls, bi), 
a) = 二 ~ 


若 wkz) 是 (4.5.12) 的 > 值 代数 体 画 数 解 并 满足 
SCz) le ot T(r, w)}, 
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可 能 须 徐 去 线 测 讼 为 有 穷 的 例外 值 集 , 则 称 w(x) 是 方程 (4.5.12) 
的 代数 体 人 允许 解 , 
我 们 ( 何 育 鞠 、 萧 修 治 [2 了] 有 
定理 4.14 若 方程 (4,5.12) 具 有 ? 值 代数 体 人 允许 解 , 则 必 
max{p, 4} SE min(A + 27 — 1)o, +2(v— 1)e 
+ (1 — (00))}, (4.5.13) 
其 中 A: 严 机 8{o0) 是 定理 4.7 中 定义 的 量 ， 
了 一 max 位 (2c 一 -1)i). 


如 一 了 


. 证明 设 wlz) 是 (4.3.12) 的 2 值 代数 体 汕 数 解 ， st 是 C 上 
连结 w(x) 的 所 有 分 支点 的 曲线 ，w(s) 在 CNS 上 分 离 出 > 个 
单 值 分 支 wi(z)(f 一 1,2,……,29),。 令 EE 一 1z,|z| 二 7}, Bi1= 
{z€E BE,|w(ls)| 1} 和 Ei= E\EI MN 有 

lI,(z)| 一 |Q(z, wtz))! 
[Sa a | 


二 中 w(x)! | wls) |! 
~ 11 lw (x) i . ;wis) is i 
|w; Cz) 和 > | amntz)!| ls | wa) 之 所 


其 中 和 一 max 位 fot 于 是 , 令 > 一 er 则 有 


v=0 


|),1éel 9,2)109 — (|s, 十 | jeloi(s)1a0 


<1i| te [ws)149 + 二 | tates) la9 


i 二 | iég 人 0 


Da ea=0 


— im(r,w) + 0{B) mlr, tm or 人 着， 


1 
因此 

i gig, 
mr Q(z, ws))) > 2 ls1Q:(s))4a0 


2=1 
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Am(r,w) 0 1 mt{r, aw) 
(人 


+ > (re ). | (4.5.14) 
下 面 来 估计 8(z, wls)) 之 极点 。 显 然 ，8(z,，w(z))】 的 极点 必 
重 级 最 高 者 。 现 令 Q(x, w(x)) 的 通 项 为 

DC = a (a ws) (ws jia， 

于 是 
nr, Aw) Snr an) FT ion(ry w)d tin(r, wr" ), 
根据 第 二 章 中 关于 代数 体 函 数 导数 的 极点 之 计算 便 有 
nr, wth) nr, w) +t Rn, tw) (2R 1) ne(r, w) 
< 太 寺 Dntr, ww) 十 (2 lnlr, wv), 
从而 
nlr, Aw) ar aw) TF Lm(r, w) + Rn(r, w) + gins(r, w) 
Snr, en) 十 Am(r, w) 十 onr(r, w), 


其 中 1; 二 DD is, B= Dai,, A, 二 wD 和 和 gi™ 
smD r=1 qaw0 


>) (2 一 1)i。。 于 是 

n(r, 四 (> wlx)) < py GD 

十 ln(r, w) 十 nr, w) TF ons(r, w) 
或 
n(r, Q(z wis)) ES Dnlr, atDp) + Anlr, w) + on(r, w), 

计 及 第 二 章 中 关于 分 支点 密 指 量 的 估计 得 

NIr,G(zs az)) SAN(+, w) + EN(r, w) 

22— eT(r, w) tt Dy N(r, ew)s (4.5.15) 
(1) 

和 

N(r, Q(z, wls))) < AN(r, w) 


"2i6" 


十 2(# 一 1)e7rfry w) + DI NGr, aw). (4.5.16) 
CE 
(4.5,15) 和 (4.5.14) 相 加 得 
T(r, Qsy wls))) E20 — 1) + T(r, w) 

+ EN(CGr, w) + S(r, w), (4.5.17) 

将 (4.5.15} 和 {4.5.14) 相 加 则 得 , 
T(r, O(#, Ww) SEL2c5 — 1) + AlT(r, ww) + Slr, w), 
(4.5.18) 


ts®) 


祷 人 直 na 


地 1 


其 中 SC 办 一 { 王 T(r; ai) 十 
{1) 


据 定 理 4.11， 
T(r, RC(z,w (x))) ~— maxtp, 9}T (tr, w) 


+ 位 T(r ak) 十 六 T(r, 5 
#=0 i=0 


由 于 w(s) 满足 方程 90(x, w《2z)) = R(x,， w(x)), 因 此 将 上 式 分 
别 与 (4.5.17) 和 {4.5.18) 结 合 即 得 

max{p, 9}T(r, ww) ST2y — 1)o + 41T(r, w) 

+ EN(r, w) + S(+, w), 


和 i 
mazx{p, 9}T(rs, w) S12 一 1 十 AlTOr #1) + S(r,w), 
根据 允许 解 和 @(oo) 的 定义 便 得 
maxlp, 4} 所 2(p 1)c+ 4+ (1 — 8(00)) 


和 
max{p, 41} 所 2(v 一 1)o 十 人。 
由 此 得 到 方程 (4.5.12) 的 2 什 代 数 体 倪 许 解 辣 时 满足 
Q(x, Ww) = R(z, w), 
其 中 


二 Ge 


并 且 degwPls, mw) 和 degsO(zs,w)》 满足 (4.5.13)。 
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现 对 于 cEC, 令 
Flg, c) — R(s, <) — Rlz, c), 
我 们 将 进一步 指出 ,对 固定 的 “<e C，F(x,c) 二 0。 事实 上 ,如 果 
不 然 , 则 由 于 w(z) 一 。 的 零点 是 F(zs, c) 的 零点 ,由 人 允许 解 的 
定义 得 
NB(» a N pe 二 二 < T(r, R(x, c)y 
+ T(r, Rlz, c))}) + oe 


各 
-0 {BTG,a0) + BT, oD} = of Tr, w)}. 
克 一 0 i=0 


但 由 > 值 代 数 体 消 数 的 第 二 基本 定理 可 知 , 至 多 有 29 个 ckEC 使 
上 式 成 立 , 因此 必须 F(z, c) 三 0， 这 就 表明 ， 对 所 有 zk C 和 
w€ CC 至 多 除去 2v 个 包 之 外 ,有 F(z,w) 三 0。 由 两 个 变量 的 解 
析 跟 数 的 恒 等 性 定理 即 得 R(z, w) 二 RR(s, ww) 

.关于 方程 (4.5.12) 我 们 还 得 到 下 面 的 Malmquist 型 定理 Sa 
育 符 与 萧 修 治 [3]) 

定理 4.15 若 方 程 (4.5.12) 具 有 v 值 代 数 体 人 允许 解 , 则 必 有 

3 委 2c(D 一 1) 和 bb 和 4 十 1 二 本 [1 一 @0oo)j]。(4.5.19) 

为 了 证 明定 理 4.15, 我 们 先 证 明 下 画 的 引 理 ， 它 是 J. Clunie 
的 一 个 定理 的 推广 (人 参看 J. Clunie [1]， 何 育 赞 与 萧 修 治 [21} 

引 理 413 Q(z, wv), P{z,w) 和 0(z, ww) 如 (4.5.12) 所 设 ， 
若 wls) 是 ?> 值 代数 体 通 数 且 满足 

Q(z, ww)) Q(z, wz)) — Plz, wl2)), 
则 当 4g 宕 Pp 时 
mlr, OCs, wlz))) = S(r, w), (4.5.20) 

其 中 

S(tr, w)—0O b> m(r, an) 十 之 m(r ,qx) 


2) 


Pp + 二 se 


az1 


”2i8。 


证 明 令 wla)(j 一 1, 2 .-，?) 是 (sy 的 一 个 分 支 ,并 
设 E, 8E{ 和 Ei 定义 如 前 。 经 类 似 于 定理 4.14 的 演 证 ， 首 先 得 
到 


f 1 
| lig|18,(z) |4d8 < 之 二 |。 iég1| ze |a0 


> | 下 
当 za€ FE: 时 作 如 下 的 分 析 。 先 
Q(z) se 一 balz){(w (2))" 
二 Bs) (ww)) + .+ Bslz)}, 
其 中 Bi(z) 一 br_eCs)/6r(z), 一 1,2，.…, 9。 婴 对 每 一 ze C 
定义 


ea Ot{1), 


B(z)C— Dax ,1， | Ba Ce) lt}. 
令 E; = {zx€C, wi(2)| < 2B CY 继 仿 EL 一 EiNE; 和 E61,== 
ENE5， 首 先 容易 得 到 


lL | 1 
| te 19;(0140 < 5 4 {i tela ts) a0 


《六 


+ 世 | log [2B (2) 1a9 
(i ZT 


i | wi Ce 
ci | th | 

2 2z j 总 | wi(2) 
其 中 和 == 训 十 十 is， 当 2€ Es 时, 注意 到 |w;(z)1 > 
28{x) 便 得 


10;t2)| 之 Ibala) | | zw Cx) 中 | — 


2 a 
lw 3 > laCe) i lwike) 1°/2°, 


19,(2)1— Je al < 2 
Toe, wo)| ~ oa) 


» ts. 


EACSIL laaCa) {| we) le? < 
因此 


[a 
< ET 0 


1 
+ La ta 90; C2)1a9 < 二 (ste Ti 


十 六 去 La, lSglaxrCz) 1d + O01), 
综 上 各 式 即 得 
mlr, Os w ON) ~ L(y 十 他 十 他 jaloia1ae 


| 2 


< 0 | zolr veo)+ 击 E 二 全 十 3 [mo, 5)) 


+ 


定理 4.15 的 证 明 ， 首先 将 方程 (4.5.12) 改 写 为 


i P,(z, w)} 
Q(z, w) Pi(zs,w) 十 “OCsw)” 


Pi 


其 中 Pj(s, w)}) 一 Sy a w' {i=1,2),p ~— degP—=p— 9d, 


芒 一 dgP < 和 ?一 1 系数 {fai(z)} 是 4arkz)} 和 456;(z)} 的 有 
理 芳 数 。 于 是 方程 能 写成 

Q(zs, ws, ww) = Ps, w), (4.5.21) 
其 中 9{z, wv) 一 8(z, w) 一 Pi(z, wv)， 显然 ， 方 程 (4.5.12) 的 
允许 解 w(x) 亦 是 方程 (4.5.21) 的 对 许 解 。 现 应 用 引 理 4.13 于 
方程 (4.5.21)， 其 中 Q.(s, w) 和 Pazs w) 分 别 代替 引 理 中 的 
Q(z, am) 和 P(z, ww)， 注 意 到 degQ 一 9> dcgP:, 便 得 

mlr, Qs zfz))) = Sr, wv), (4.5.22) 
其 中 
of 1 
Si{rsw) = 0 {Zl Ax) 十 顽 Gz) 


=p 
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en 


{£) 


现 证 明 
N(r, Q(z, (2))) S20 — 1)7T(r, 1w) + Sr, w), 
其 中 


- pp 


Slrsw)=0 {Z|Nese) 二 3] 


十 DN 本 N(r 汪 | 让 ce 外 
事实 上 ，9@i(szy az 人 (es)) 一 如 (zw(z)) 一 Pi(zy zs)) 的 极点 
能 由 下 列 三 种 情形 产生 : 
1? 由 2{z,w) 和 P.(s,w) 的 系数 tan 和 {4a}i(x)} 
之 极点 所 产生 。 显 然 , 这 种 点 在 N(r, Q(z, w(xw))) 由 的 贡献 为 
o {5 N(r, aw) + Se, pe se 二) 十 Bl, 6,) 


(2) 


+ 二 诈 ， 


2。 由 wks) 的 极点 所 产生 。 此 时 我 们 将 方程 (4.5.21) 写 为 
oe it (wen / bi(2) (we). 


Is=0 


我 们 以 r(a, a) 表示 zo 作为 u(x) 的 4 值 点 之 重 级 ， 若 
wa) 一 《3 一 PS Ce (20) 0,0,1 志 7Y 寺 2y， 


则 


Tm BI) 


入 


Bi(2) 一 ailz) (tw (2)) = (£2— 20) B(x), 
Ba) 天 0， oo 
其 中 Y(oo。 Bp)) =ir(00, Ww) + rrr, et — Yr{(0, 4),1 瓜 


v2,0 志 i 志 pp。 十 是 
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z(co, Pi) 二 pr(oow)] tv Dy rlo0, of), 
t=0 - 
此 外 ,仿照 引 理 4.11 的 证 明 可 得 
r(co, 9) > qz(cosw) 一 和 Dl fr(coy 8) + (0, bi)], 


注意 到 记过 9 一 1 便 得 
r(o0, 如 一 (oe0s 了 2 )》 一 T(00, 0) 
Fz 全 i 
Sr or a +9 Slr, 8) + r(0, b,)1, 
.1i=0 < 


t=m0 


这 就 表明 由 情形 2” 引起 的 91(z, w(z)》 的 和 极点 的 重 极 能 由 系数 
以 此 点 为 极点 或 零点 的 重 级 所 控制 . 因此 ,这 些 点 在 密 指 量 N(r， 


Q(z，w(s)) 中 的 贡献 至 多 是 0| 立 | wGr， oo +N (rs 二) + 
M4=0 tt: 


NG) + x (rz) 

”3。 由 导数 wz) 的 极点 产生 之 极 , 这 些 点 不 属于 前 面 两 种 
情形 者 。 这 些 点 实际 上 是 w(z)》 的 某 些 分 支点 。 今 设 w(z) 有 
Y 个 分 支 在 zo 点 取 民 关 co) 为 值 , 其 重 级 记 为 resw)。 此 时 ， 
在 x。 点 邻 域 有 

WOKz) 一 《2 一 zo) ms), zs(so) 0, 00, 
当 zkas 2 一 ay 之 0 时 即 产 生 we(z) 之 极 。 注意 到 >y>>1 
和 a 之 太 即 有 
tr(00, w'")) 一 VCY — T(r,w)or—l 
< 和 (2 一 1C7 一 1)， 
因此 
tr{fo0, Cw) (wn) 二 3 十 
+ {22 i CO—1)= atl7 — 1), 
从 而 3 
zf(ooy Q(z, wz))) SE max{o(7 — 1)} = ol7 —1), 
几 些 可知, 由 情形 ?产生 的 (2 ,w(2)) 的 极点 在 密 指 量 在 NN(+， 
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D(z, w(xz))) 中 的 贡献 至 多 是 oN (r，z) 所 2o(z 一 1 了 (7， 
w) + O(1). 

综 上 三 种 情形 得 

N{r, Qf{s, wa2))) E20» — 1)T(r, w) + Sr, w), 

- (4.5.23) 

(4.5.22) 和 (4.5.23) 相 加 全 有 . 

T(r, Q(z, WA E20 — 1)T(r, w) 4 Sr, w), 
其 中 


Slr, w)—=0 {3 T(r, awn) 十 > T(r,ax) 
(1) 大 一 了 


十 > T(r, 6;) 十 bp m7, )}. 


AP 


此 外 ,应 用 定理 4.11 并 计 及 志 志 9 一 1 即 有 


| Paz, WwW) 
r(r， Se) maxif, 9} T(r+, w) 


40 {> Tt T(r, 50) 
R=C f= 


户 3 
一 4T(r,w) 十 of T(+, ef) 十 2 T(r, sD)}. 


=0 
由 于 w(z) 泪 足 方程 (4.5.21), 比 较 上 面 两 式 便 得 
9T(r, w) < 魏 2a(2 一 1)7T(r, w) 


了 
于 3 人 (7 。，2d)) 十 >，) T(r,at) 
4 =0 


十 > T(r, 8;) 十 二 (7 )}. 


8 


st 


应 用 对 数 导数 基本 引 理 于 m{ -区 ) (a 一 1，2，…'，m) 并 根 


据 人 允许 解 的 定义 ， 由 上 式 可 立即 导出 (4.5.19) 中 第 一 个 不 等 式 ， 
为 了 证 明 (4.5.19) 中 的 第 二 个 不 等 式 。 我 们 将 方程 (4.5.12) 改 
写 为 如 下 有 形式 ; 
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(zz)Q(e，mw) -= Plz, w), 
由 于 P(x, w(z)) 之 极点 只 能 由 w(x) 之 极点 和 P(x, wtls)) 
的 系数 《ark2)} 之 极点 产生 ,因此 98(zs, w(z)) 8(z, w(s)) 之 
极点 亦 只 能 由 wlz) 之 极点 和 QO{s, wr) 9(8,w) 的 系数 之 极点 
所 产生 。 今 车 so 是 8(z, w(x)) 8(z, wlz)) 之 极点 , 则 其 重 级 
有 如 下 的 估计 ; 
rlc0o, 00) < Tt, 0) + max{r( 0, Aw)}, 
其 中 4wlz) 是 89(z, wls)) 的 通 项 即 d(x) = aw(z)(w 
(2)). .wz))m。 若 在 so。 点 处 有 7 个 分 支取 oo0 为 值 ， 则 在 
2 点 邻 域 有 
wD) (3 Oo wo) Te 的 os 区 sf] 0,00 | 
和 : 
Anlzs) 一 《2 一 20) TA A Cz). A 20) 天 0, 0， 
县 有 


人 
区 oo Aww) SE YT(00, an) 十 > iar(00, w™) 
amD 


vr{(o0, ap) 十 3 加 (z(co w) 十 ay) 


vrT(00, an) +t lr(0, w) + Ey, 
其 中 各 一 说 十 证 十 :… 十 加 因此， 
tl00, O00) Eqr(00, w) vorT(o0, b;) 
十 ZTCooy an) 十 AMz(ooy w) + py. 
让 此 可 得 
NEr， Q(z, zw(s]))QCz wz))) Eq9 + NGr, w) 


+ EvN(r, w) 十 > N(r, an) 十 > N(r ,6;), 
Ry i=0 


再 由 引 理 4.12， 
说 (rs Q(z, we) Q(z we))) Em(r, Olz, w(z))) 
二 mr, QO(s, wls))) 
= mlr, Ols, wlz))) 
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十 入 (r， acne) (wa) ee.. (ey ) 
(q+ tm(r, w) 


二 DO | (6) 十 加 (a) 


i=0 


+ Dm(r, an) 十 3 mm( r， 全 儿 . 


{ 


上 面 两 式 相 加 使 有 
T(r, O(z, wlz))O(s, wls))) 
(9 Te, tw) + ipN(r, w) + S(r, w), 


其 中 
Silr, w) = 0 {DB TC, a0) + DB Tr, 6) 
级 (ol 
号 和 m(r, La }. 
由 定理 4.10 即 有 


T(r, O(s, wla))Q(s, wz))) — Tr, Pls, w(x))) 
= pT{lr, w) 十 o> T(r, or) }. 
k=0 
比较 上 看 两 式 倒 得 
pT(r, w) (q+ Tr, Ww) + EyN(Gr, w) 十 Sr w), 
(4.5.24) 
其 中 
Sr, w) — 0 {5 Tr, an) + FT, et) 


r=0 


+ >3 Try + 二 (7, < )}. 


类 似 于 (4.5.19) 第 一 个 不 等 式 的 证 明 、 可 立即 得 到 (4.5,19) 的 第 二 
个 不 等 式 ， 定 理 证 毕 ， 
结合 定理 4.14 和 定理 4.15 寻 得 下 面 的 推论 ， 
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推论 ” 若 (4.5.12) 存 在 > 值 代数 体 人 允许 解 , 则 必 有 
gov— 1) 
PmnlA 2 Cm—1),1+ 2 1)+atl 
— 8(0)), 49+ 1+ av(l — (00))}. 
下 面 的 例 说 明定 理由 的 界 能 被 达到 . 
例 1” 设 wlz) 是 由 下 述 方程 确定 的 2 值 代数 体 冰 数 
ps, ww) (sco t+ (snz)w 十 (1 十 zcosz 一 10。 
容易 验证 ，w(z) 是 微分 方程 
dw _ za 十 吉 十 (1 十 223(1 十 22))w 十 2zww 十 (十 2 
dz (1 + 2:)} — zr 
的 允许 解 。 此 时 ,vv 一 4A?2, P=4,4~mfi=o=1, 
98(c0) 一 0、 由 定理 4.15 的 推论 知 , 4 的 上 措 的 2c(v 一 1) 一 2， 
它 愉 等 于 4。 由 于 A+2(y 一 1)o 一 414 十 2(p 一 1)o 二 A 一 4， 
9 十 1 十 本 一 5。 因 此 由 定理 4.15 的 推论 , ”的 上 界 取 4， 它 答 等 
于 2. - 
例 2” 代数 休 函 数 w(z) 一 "V8z 是 下 面 方程 
dw wt 


dz vw 
的 允许 解 。 此 时 , p 二 2y, 9 二 yy 一 J],A 一 2,1 一 一 A 一 1 
8(c0) 一 0， 因此 ,A 二 20(7 一 1) 一 1 二 29(v 一 1) 十 万 二 9 十 
1 十 Ev 一 2， 根据 定理 4.15 的 推论 ,了 ?的 上 界 为 25, 它 恰 等 于 ? 
的 值 。 
注 54.4 我们 兽 评 明 , 具有 多 项 式 系数 的 微分 方程 (4.5.9) 
如 果 存 在 超越 开 纯 解 ， 则 本 质 上 (4.5.9) 是 定理 4.9 中 所 列 六 个 典 
型 方程 之 一 或 是 它们 和 的 蠕 。 如 果 方 程 (4.5.9) 存 在 2? 值 超 越 代数 休 
贡 数 解 时 ， 《4.5.9) 具 有 多 少 个 类 型 的 方程 的 问题 至 今 沿 未 解决 ， 
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第 五 章 ” 复 域 的 常 微分 方程 的 天 范围 解 


我 们 知道 ， 溪 数 的 增长 性 质 和 值 的 分 布 是 一 个 兹 数 的 最 重要 
的 性 质 之 一 。 对 一 个 给 定 的 常 微 分 方程 , 假设 它 存在 单 值 亚 纯 函 
数 解 或 多 值 代数 体 函 数 解 w(z), 在 仅 知 w(s) 满足 所 给 的 微分 方 
程 而 不 知道 它 的 分 析 表 达 式 的 情形 下 ， 研 究 wtz) 的 增长 性 和 值 
的 分 布 的 工作 首先 是 南 G. Valiront, HL. Wittich, C. C. Yang， 
A、A. 【onpn5epr"，S，Bank" 9 所 研究 的 。 他 们 指出 ， 对 于 特 
殊 类 型 的 具有 多 项 式 系 数 的 代数 微分 方程 , 解 的 增长 级 是 有 穷 的 . 
下 面 ,我 们 从 简单 的 情形 开始 . 


$5.1 线性 常 微分 方程 


线性 方程 最 一 般 的 形式 是 
Aan) w+ a sw Dt 
十 afs)za 十 ao(2) ww =— bl{ls). 
由 微分 方程 的 一 般 理 论 儿 道 ; 若 对 应 的 齐 次 方程 
aa(g)tpt 十 GotCe)tD 十 -十 oo 人 zzz 一 0 {5.1,1) 
的 线性 无 关 的 特 解 mr，x….……，zn 为 已 知 。 则 借 劲 常数 变易 法 便 
可 求 出 非 齐 次 方程 和 的 通 解 。 故 在 本 字 中 我 们 只 限于 讨论 齐 次 方 
程 。 
设 方程 (5.1.1) 中 的 系数 ez(z (0 筷 1 志 #) 为 x 的 多 项 式 ， 
大 但 一 般 性 ,我 们 可 以 修 定 ex(z)w(s) 关 0。 否则 ,方程 只 是 降低 
阶 数 而 已 。 设 w (sz) 是 (5.1.1) 的 超越 整 函数 解 ， 令 = 二 re 六 ,使 
得 1wts)| 二 M(r, w) 一 maxl wtz)l, 当 ” 俯 分 大 时 ，aj(z) 一 
ari(1 十 62))，4i 天 0, 1ei(z) | 二 Dr 着 > 一 zx(r) 是 


w(a) 的 中 心 指标 ， 出 第 一 章 的 定理 1.16 有 ww(z) 一 | 


了 
由 


2Q27 ，? 


wa) {1 十 (C2) |g) < DLv(r)] 将 上 面 的 表达 式 代 
进 (5.1.1)。 两 端 除 以 w(xz), 得 到 v 的 代数 方程 
六 A 1 十 mo) 一 0， (5.1.2》 


1 一 0 


其 中 
irs @ 
{na)| Dr 十 7 一 0，1) -25 
当 * 一 十 co 时 xr) 一 十 co。 由 于 代数 方程 (5.1.2) 的 解 > 是 其 
系数 的 连续 冰 数 ,所 以 (5.1.2) 的 解 浙 近 地 等 于 
> Aiv'smi = 0 (5.1.3) 


= 


的 解 。 (5.1.3) 的 解 是 > 的 代数 函数 ， 设 它 在 z 一 co 的 邻 域 中 的 
主要 部 分 为 aCp)z*， 则 将 它 代 进 到 (5.1.3) 时 ,次 数 最 遍 的 项 包含 
在 
Aor™n, Aiz™1 LT ~ 和 下 二 有 
中 ， 由 于 v(+) 是 (5.1.3) 的 解 ， 所 以 上 面 那些 项 中 的 容 至 少 有 两 
个 是 相等 的 , 且 其 系数 之 和 为 零 。 因 此 , 。 是 线性 方程 组 
mitip=mi—i+ip (fifi 0,1,...,n —1) 
中 一 个 方程 的 根 。 我 们 所 求 的 应 是 p 之 0 的 解 , 故 须 (mi 一 旨 盖 
《mi 一 1 了 alp) 满足 
Aalp)) TFT Ain(alp) T+. + Ailalp)) = 0, 
即 
Ait+ Ain(atp) tt ANalp)) 一 0 
”有 一 个 几何 方法 可 以 迅速 丙 简 量 地 求 得 这 些 " 值 (参见 HH. 人 . qe- 
5orapEB 中 ，$38).- 于 是 p 是 数 
ET 
1 一 1; 
之 一 , 不 小 于 二 ， 可 能 有 ”个 不 同 的 有 理 值 ， 它 们 是 不 依赖 于 4 
的 。a{p) 可 有 = 个 不 同 的 舍 是 依赖 于 4; 的 。 此 外 x(r) 是 实数 ， 
故 对 充分 大 的 非 除 外 值 > 有 相应 的 实数 p(r), lr), p(+) 使 得 
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vr) ~ olr)re™, 
| lwla)| 一 Mr w), |2| = 7, args = plr), 
其 中 plr) 是 有 理 数 ,plr) 和 clr) 是 = 个 确定 的 数 之 一 , plr) 渐 
沂 地 等 于 确定 的 实数 。 由 于 v(p) 不 减 , 则 当 7 属于 非 除外 区 间 序 
列 时 , ptr) 和 c(r) 是 增加 的 。 另 一 方面 , 如 果 R 和 R'(R < R') 
是 两 个 非 除外 值 且 是 除外 区 间 的 端点 时 , 则 当 
R’' = R(1 + 0(1)) 

时 有 

v(R’) ~ ol R' REY ~ gl R')R?R?, 

v(R) ~ ol R)Re®, | 
从 alR') 之 a(R) 得 到 p(R') 之 p(tR)， 因 此 ,从 ?的 某 个 值 开 
始 , plr) 和 和 alr) 是 常数 ， 对 所 有 的 信 +, 有 穷 或 否 , 有 


vlr) ~ or?, 


及 
log M(r, w) ~ 上 arr 1 ay ~ pp, 
ro p 

以 上 我 们 证 明了 

定理 5.1 (G. Valironm) 方程 (5.4.1) 的 每 一 个 超越 整 丽 
数 解 是 有 穷 正 有 理 级 的 ， 

注 ”如 果 方 程 (5.1.1) 的 解 有 下 面 的 形式 

wx) 一 2 F(x), (5.1.4) 


其 中 + 是 实数 或 复数 ,F(x) 至 多 以 4 一 oo 为 极点 ， 则 称 (5.1.4) 

为 (5.1.1) 在 = 一 co 的 正则 解 . 如 果 F(z) 以 = 一 co 为 本 性 背 点 

且 可 写 为 形式 
F(z) = f(z) + g(2), (5.1.5) 
其 中 ga) 在 zx 一 oo 的 领域 内 是 全 纯 的 且 g(o00) 一 0，f(z) 为 超 
越 整 函数 。 用 上 面 同 祥 的 方法 可 证 , f(x) 是 有 穷 有 理 级 的 . 
现在 我 们 建立 一 个 解 在 奇 点 的 邻 域 中 增长 的 定理 ,我 们 先 建 
立 二 个 证 明 中 需要 的 引 理 . 
引 理 5.] 设 mi mi,……, mm, 是 ?个 给 定 的 实数 , 令 
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i 

划 对 任意 选取 的 加 个 实数 Hls Is “Fp 答应 的 了 了 2 rg 个 数 

a — a 由 一 ia Rn 9 

nly m2 — (a, 无 、 Go _1)， 933 一 《en 2 G9-2)3* 人 

了 mn 一 《as 四 a1) 
的 最 大 者 不 小 于 m, 且 至 少 有 一 种 “的 选择 , 使 其 最 大 者 等 于 mm. 

证 明 设 对 是 对 = 的 任 一 选择 的 福 应 的 22 一 1 个 数 中 最 大 

值 的 下 确 界 ,显然 有 M 闫 mm。 若 了 之 2, 两 个 数 


ni 一 《av 一 Gait1)s Gni42 ~ 一 
中 较 大 者 至 少 等 于 
了 Lm; 一 《gw 一 Gri+2)]。 


若 1 守 3， 上 面 这 个 数 与 ni 一 绿 0 一 1 二 3 之 较 大 者 至 少 等 于 


[mi 一 (一 cr] 


依次 类 推 ， 于 是 我 们 得 到 ， 对 于 1 一 1, 2,:…,#， 有 M 守 mj/j， 
从 而 得 到 m < M. 

根据 条 件 ,至 少 有 一 个 K(1 < 所 4) 使 得 

m= mri!K, 
如 果 有 多 个 天 使 上 面 的 等 式 成 立 , 则 取 一 个 最 小 的 KR， 现在 我 们 
选取 
te a (iO— 1)m, 1— 1,2,..-, 7, 
则 有 
mh; CO 〔e。 一 do_j+1) 一 712i 一 {1 一 1)m mm, 

此 即 M 一 ”的 一 个 “的 选择 . 

- 引 理 5.2 (了 T. H. Gronwall) 设 Keci(a, pb) 站 ECay 5), 
gjEC+r[e 5], 车 对 所 有 的 :+t [a,5] 有 


CD < gD) + | KOS S)4S, 
则 
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A < gle) + | KCs)exp || KO)au|els)as, 


证 明 令 PFC) 一 | K(S)1(5)as， 则 
FC2) 一 KO) < Kg) + RO)F CG), 
[FO)—KO) FC Yexp (一 | Kl)au) 


< KODgCDexp (— | KG)an), 
多 
一 4 (2)exp E | Ken)aul|} 
< Kxp (一 | Kw)ds) en， 
两 边 从 < 到 +t 积分 得 
FCDexp{ 一 | Kluyau) = F(ayexp (— | KCu)du) — F(s) 


< | K(S)exp (= | Ku)du) g(S)ds, 
FO K(S)exp (~ [ K(u)au) gS)ds 


二 K(S)exp (f Kaar) gS)ds. 
.注意 到 fz) 一 gQ) 委 FFG),， 便 得 到 引 理 航 证 明 ， 
”用 awks) 去 除 (5.1.1) 得 到 
wo 十 3 及 (z)a-iw ”一 0。 .6 


j=1 


对 于 (5.1.6) 有 ee 
定理 5.2 (Von paoe) 设 在 微分 方程 (5.1.6) 由， 
Ri (1 一 1 2 在 及 < 到 si< co 内 是 全 纯 的 ，z 一 co 
至 多 是 它们 的 极点 。 极 点 的 阶 按 下 面 的 方法 确定 ， 若 Rs_;(*) 三 
0， 其 阶 mr 一 一 00; 人 


Rai(x) 一 sirw-iCs)y 
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其 中 ie 在 zz 一 oo 的 售 域 内 全 纯 旦 异 于 零 ， 令 
”一 max tm/ 有 ， 
则 对 于 充分 大 的 1z|(|args| 二 x) 及 适当 选择 的 常数 BB 入， 
(3.1.6) 的 每 一 个 解 都 满足 
We ee m> 一 1 


Blz|*, nm < 妇 一 1 
证 明 . 令 
Wi= ed Dydd, j= 1,2,..., +, 
于 是 《5.1.6) 化 为 方程 组 ,写成 向 量 的 形式 为 
W’'{(2) = de 人 za) (5.1.8) 


(5.1.7) 


和 矩阵 4(x) 的 元 素 为 
anitz) 一 — (io m/e, aijnls) 一 3m3 
i= 1,2,...,7—1, 


dsj(2) 一 一 2 "rRA(s), f= 1,2,-..,n—1, 
ae) — — (2— 1) TT — Rs), 


其 余 的 元 素 为 零 。 

4(s) 的 前 ”一 工行 的 元 素 及 主 对 角 线 上 的 元 素 在 = 一 co 的 
极点 的 阶 至 多 为 m，awj(3) 在 = 一 oo 的 极点 的 阶 , 根据 引 理 5.1 
为 

maiti — (1 — mm, 
收 可 找到 对 > 0 使 得 aj,rCz) 于 R< 过 |z| 过 00, 1argz| 二 x 内 


是 全 纯 的 , 且 有 
[esta)| Mial™, 


我 们 定义 矩阵 4 的 范 数 为 
al = max [ie 
得 到 、 
AC EM |sl”, R12! < 00, largs| < x, 
现在 选取 zs， R 过 |zo| 二 20, [argz,| 二 x， 对 任意 给 定 的 初 
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始 值 W(z), 积分 (5.1.8) 得 到 
Ca) = Wls) 十 | ACS)WCS)as, 

其 中 sol < jzl, larg zl 之 因此 

tw oo < wd + om (tsirhwesYlas, 
因为 lz,| 充分 大 ,对 于 mw 和 一 1 时 有 

HCl < lw)N +oM hw lstlasl, 
对 上 述 两 式 分 别 应 用 Gronwall 引 理 得 到 

lw ON < fgCzole {2 (lzls — le")), 


i+m 
1 2 一 上 
或 
wo < wd Nal ial, me 1. 
分 别 令 和 
KB max {liW(reee)exp(— Krit")}, 
mm>—1 : 
和 


K=rnM, b= max {NW(roe®) MN re), 了 us: 一 | 


计 及 1w(z)| 志 WCG) 便 得 到 (5.1.7). 

注 1? 常 系数 的 线性 方程 (m 一 0) 表明 ， 除 去 常数 因子 不 计 
外 ,定理 的 界 可 被 达到 ， 

2° 在 方程 (5.1.1) 中 ， 若 deg[es(z) 盖 max fdeg[eiCs)]1 


Cm 所 一 1)， 则 (5.1.1) 的 任 一 亚 纯 函 数 解 必 为 有 理 函 数 ， 这 可 
着 作 是 Halphen 定理 (参见 Ince[1]，§ 15.5) 的 一 个 补充 。 

从 定理 5.2 不 难 见 到 , 若 (5.1.1) 的 系数 全 为 多 项 式 , 则 (5.1.1) 
的 任 一 亚 纯 函数 解 ,其 级 为 有 穷 的 有 理 数 (极点 的 个 数 为 有 穷 ), 但 
多 项 式 系数 的 方程 (5.1.1) 是 有 可 能 存在 有 理 函 数 特 解 的 ， 如 方 
程 
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zw + zw — 2w— 0 . 
有 解 一 1 一 和 和 四 一 e (1 十 他) 为 研究 存在 有 理 陋 


数 特 解 的 情形 ,我 们 先 建立 以 下 的 引 理 ， 
引 理 5.3 设 必 , -……，w。 为 开平 面 C 内 线性 无 关 的 亚 纯 函 
数 , 令 
Wi = Wi I TSE， 
Ws Hit Tf i) (1 和 < < 委 2)， 
则 . | 
Ts ti) <O 位 T(r, 0) + O(log7r) fr 一 co)。 


1=1 


此 不 等 式 当 某 个 wi 的 级 为 无 穷 时 ,可 能 要 除去 基 个 其 线 测度 为 有 
穷 的 区 间 序 列 1, 简 记 为 rEl， 
证 明 用 数学 归纳 法 。 对 于 i = ly 

Wj (wiw), Iien, 
由 于 wm，*…，、 ws 是 线性 无 关 的 ， 则 {wj} (2 筷 j 所 4) 也 是 线性 
无 关 的 ， Pe (i 之 1] 纪 ww) 是 线 钼 无 关 的 。 wi 天 0 Gi 之 门 > sj 
”是 亚 纯 水 数 。 由 ww(r, 有 n 及 Ntlr ,站 的 性 质 得 
T(r, Ht) 全 wi wi) {mlr, wil wi) 

i wifiw) 十 log 2 
2T(r wi) + 2T(+, wi) + O(logrT(r, w;) 
”十 logrT(r, w)} 


[0) 位 ro won) + OUlogy) 
(reélis, + > 00), 
凤 当 ; 一 1 时 再 成 立 设 当 i=m—l1t{m <n) 时 引 理 成 立 ， 
即 有 


| Try my;) SO 位 T(r, wn) O(logr) 


fi=1 


(rEl -1s r ~—* 00), 
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mi 一 (Wn Hmm) : 
T(r, #m.;) SS 2T(r, Wr + 27T(r, wm_i.m} 
十 OflogrT(r， tsa 7) 
十 logr T(r, tm-1m)} 
(rE 一 UP rr 一 coh 
0 二 T(r, so) + Ot( logr} 
(reélns? > 00), 
故 对 所 有 的 1 过 mn, 引 理 成 立 . . 
注 ”特别 ， 当 wt,… +，w， 全 为 有 理 函 数 时 ， wi 也 是 有 理 国 
数 。 
”” 引 理 5.4 若 线 性 方程 (51.1) 中 的 系数 aj(z) (0 安安” 
为 整 函数 (包括 多 项 式 ), 其 p(1 < 志 + 一 1) 个 线性 无 关 的 亚 
纯 蝴 数 解 为 已 知 , 则 (5.1.1) 可 降低 z 阶 
dnU PY 十 Ap, 2 i 十 
+ Ap + Apoup 一 0 
其 中 | 
Ap.n_p_i = i 
Bh 是 关于 wi jwws wl} fi， uerB/ tpg 的 常 系 数 
多 项 式 , 且 By rps ls W413 友 (2 < 友 <p) 同 引 理 5.3, 
证 明 当 A 一 1 时 ,因为 


i 
WwW= WI = Ww * Hy 
HL 


宙 Newton-Liebniz 公式 有 
WA) a 23 CRewi™ Ck—m) (下 = ]。 2 


m0 


其 中 cz 为 二 项 式 系数 ， 将 上 式 代 进 (5.1.1) 得 到 | 


a wt gd Ca 十 ao tl 十- 
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a Caw 二 Ci 十 二 qi 

二 -Ca 0 |] 

十 tastw 四 二 十 wi 十 downl = 0, (5.1.9) 
由 于 ww 关 0 是 (5.1.1) 的 解 , 故 必 的 系数 为 零 ,〈5.1.9) 式 除 以 ww 
令 w 一 得 到 

qadi” 十 Lo 士 … 十 La 十 /Ai 一 站 0， 
其 中 
di > Citi-s wt aj. 
= 一 j Wi 

因此 , p 一 1 时 引 理 为 真 . 设 P 一 一 1(2 志气 4 一 1) 时 引 理 
成 立 ， 


Ast Xt 所 十 人 六。 十 …， 


十 A 0, (5.1.10) 
其 中 A4-,,o-tn-: 满足 引 理 的 条 件 。 而 
HR = Rl 一、 ee Rl Oy 


RL 


i 
wi ey > > Crulo pm™) 


m0 
(一 12 .7 一 和 十 T)。 
将 这 个 表达 式 代 进 (5.1.10), 经 并 项 得 到 
Sany'® RTO Tv Ca 
十 dos-hak kl 二 a 
二 nAUN 久 十 十 Aodhiil] ~ 0. 
出 微分 方程 的 理论 可 知 { 见 B. B, CrenasoB[1]，§5.2), ai 为 
(5.1.10) 的 解 , 故 v 的 系数 为 零 。 上 式 除 以 #6t 令 v 一 wi 得 到 
Qn 0 
不 难 验证 ,4x ti 满足 引 理 的 条 件 。 引 理 证 毕 。 
引 理 .5 若 w(s) 为 有 理 函 数 , 对 于 《之 1 有 
im CO 一 小。 
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证 明 设 wkz) 二 p(x)jgtz)，plz) 及 g(z) 为 不 可 约 的 多 

项 式 

ws) ws) 一 (zj/pfz) 一 9(z)1g(o)， 
p(x) ,9 (z) 也 是 客 项 式 ，degb(s) 一 1 十 degp'(x)， dcgq(w) 一 
i 十 degg'(z) 得 到 

io 1z 《sy wz)! < lim| p(s) /plz)i 

+ ,im 1g Cs)/ g(x)| 一 0， 

而 


Ww wk 


0 
和 lw ee (人 


3 


tr", ww" s 和 wh 都 是 有 理 通 数 ,办 此 


jm [sw PW we) .ew (2) 和 
el CO el 


定理 5.3” 若 方程 (5.1.1) 的 系数 a:(2) (0 声 1 世 4%) 全 为 多 项 式 ， 
qap(z) (p<z 一 1) 是 其 中 次 数 景 高 的 第 一 个 系数 (依照 (za 。…， 
as) 的 次 序 )。 当 (5.1.1) 有 多 于 祖 个 线性 无 关 的 亚 纯 函 数 特 
解 时 ,至 多 有 个 有 理 函 数 特 解 。 
证 明 1° 假定 ci(s) 是 系数 中 次 数 最 高 的 多 项 式 , 此 时 须 证 

明 ,(5.1.1) 的 任 一 非 平凡 的 亚 纯 函 数 解 必 为 超越 的 ， 用 反 证 法 . 
设 (5.1.1) 有 一 个 非 平凡 的 有 理 函 数 特 解 wz), 有 
CE anl2) w'™ 542) wD 

i a 


a(w) wi 
十 Cs (5.1.11) 


和 根据 假定 有 
lim a(x)/ ake)| b+ (li<n), 


又 根据 引 理 5.5 有 


im 5 区 wo 号 
fin bb 0 | 


LE ded 
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与 (5.1.11) 矛 丑 ， 

2” 假定 aotz) (1 之 Pp < "一 1) 为 次 数 最 高 的 第 一 个 系数 ， 
(5.1.1) 至 少 有 nn + 1 个 线性 无关 的 亚 纯 函数 特 解 。 设 wi(2)， 
wr(z)，,"…， talz) 为 有 理 函 数 ( 若 不 足 p 个 ,定理 成 立 )。 根据 引 
理 5.4, 方程 (5.1.1) 可 降低? 阶 

got Dt horse 十 :十 ost 一 0。 (5.1.12) 


蕉 市 4os-p- 如 引 理 5.4 中 所 述 。 将 上 式 玫 写 为 


一 } Ld 
1 一 
Qap Hp ay ztp 
{ps tp i 1 2" 
十 十 六 Bo, (5.1.13} 
ap Hp 4 一 二 | ap 


由 于 ”十 1 委 ! 全 n， 故 Bs 不 含 常数 项 , 

现在 证 明 (5.1.12) 的 任 一 亚 纯 函数 解 必 为 超越 的 ， 否则 , 车 
(5.1.12) 至 少 有 -- 个 有 理 函 数 煌 解 wpkz)，、 则 由 引 理 5.3 可知 ， 
zi-aikz) (is 安 加 ) 为 有 理 函 数 。 根据 假定 及 引 理 5.4 和 引 理 
5.5 得 到 

ey |arCe2) /ap te) | 一 上 妇 二 十 20 (一 p+ 1 也) 


Bm 1 paa-e-tCg) | 一 上 由 所 十 oo (laien—?), 
zh aplz) I 


lm 【Bookz)| 一 0。 (FiEien), 
im Ie e/a 一 0 (OEiEr—pb—l), 


对 C5113) I 


ji We WE Cg 有 
4z1 直人 pl) ze i 二} apC2) 
.| oo, 

upl#) 2 交 apCz) 
得 到 的 矛盾 便 证 明了 定理 。 
例 1? 方程 


Za2t + 3sw — w=—=0 
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吧 光 和 懂 数 


中 3; 的 次 数 恕 高 〈P 一 1)。 它 有 一 个 有 理 函 数 解 w 一 1 一 二 


和 一 个 超越 亚 纯 函数 解 w 一 人 1 一 忆 )| "二 -对 ,定理 的 并 
可 以 达到 ， | 
例 2°” 方程 
22(1 + 2% -E227 + 21) 
十 (1 十 5z 十 68 — 3a 28)w'? 
一 (2 十 12z 十 15z2 十 6o 一 2)w 
十 (i 十 6z 十 8 4 二 21)w=0 
b 二 1， 它 有 两 个 超越 整 函 数 解 ww 一 ce” 和 w= xe” 和 
z 一 0 为 本 性 奇 点 的 单 值 解 w 一 e3,。 
注 1” 本 定理 改进 了 落 修 治 呈 的 一 个 结果 ， 
2° 将 定理 5.3 与 关于 正则 奇 点 的 著名 的 Fuchs 定理 ( 见 B. 
B: Fory6eB[1 第 四 章 $ 4) 作 一 比较 是 有 趣 的 , = 一 co 是 (5.1.1) 
的 一 个 固定 奇 点 。 若 (5.1.1) 的 解 可 表示 为 we(s7 一 87 [f(z) 十 
tz) log xz] 的 形状 ， 其 中 六 (sz) 和 (2) 在 z 二 co 的 邻 域内 是 单 
值 的 。 若 及 (3) 和 访 (z) 至 多 以 z 一 0 为 极点 时 ， 2 一 00 称 为 
(5.1.1) 的 狂 的 正则 瘟 点 ， 相 应 的 解 称 为 正则 积分 。 正则 积分 在 
# 一 co 的 邻 域 内 有 引 悍 55 的 性 质 ，。 如 定理 5.3 的 证 明 一 翌 ， 
{5.1.1) 以 sz 一 co 为 正则 奇 点 , 则 必须 
dgenkz) > IDaX {degailz)}, 


这 与 Fuchs 所 给 的 条 件 相 合 ， 当 此 条 件 不 满足 时 ; 则 存在 p 二»， 
使 得 ap(z) 是 第 一 个 次 数 最 高 的 系数 ，(5.1.1) 至 少 有 ww 一 了 个 
韭 正 则 的 积分 。 例 2° 说明 # 一 了 这 个 界 可 以 达到 。 : 

在 亚 纯 函 数值 分 布 论 中 ， 用 了 (rx, 了) 米 异 团 T(r, 了) 是 比较 
国难 的 ,但 套 蕉 zs) 是 线性 微分 方程 的 解 时 , 却 有 简单 的 形式 。 

定理 5.4 若 方 程 (5.4.1) 的 系数 全 为 多 项 式 , 则 《〈5.1.1) 的 非 
平凡 亚 纯 解 ww) 满足 不 等 式 . 

Tlr,w) Tr ww ) i O(logr) br mo) (5.1.14) 
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证 明 将 (5.1.1) 写 为 


A At Gwe 
C9) (一人 
Be 
w WW 
贝 对 数 平 均值 的 性 质 得 

Gi 
mlrs aw) Emr ao 十 全 (, 7) 

f=2 w 


+ Dm(r, ai) + logn, 


由 定理 5.2 可 知 , w(2) 的 级 有 穷 , 且 a;(w) 为 多 项 式 , 得 到 


3 加 (7, | 十 > mlr, a) = O(logr) (r > 0%), 


了 w 1 一 1 
从而 得 到 
mlry aw) mr ww) + O(log ) (r+ —> 00), 


而 
m{r, 0) = mr of ao) SE mr qwrt m (, +) 


mr w) i O(logr) (r 一 cc)， 
注意 到 

Nr w)} = Nr, w) + N(r, w), 
便 得 到 (5.1.14), 


车 方程 (5.1.1) 的 系数 至 少 有 一 个 超越 整 函 数 , 这 时 不 再 有 类 


似 于 定理 5.2 的 上 界 了 。 而 有 


定理 5.5 (S. B. Bank”“) 设 Jr)》 是 《0, 十 c) 内 的 任 一 
正 增 绢 数 , o 是 任 一 非 负 实数 。 假如 {rw} 是 11, 十 oo) 内 以 为 
收 敛 指数 的 任 一 严格 增加 的 无 穷 序 列 , 则 存在 一 个 亚 纯 羡 数 #(z)， 
其 零点 和 极点 位 于 圆周 1z! 一 *。 上 ， 合 得志 /4 有 级 c, 且 对 于 所 


有 的 :1 之 2ri, 有 


T(r, 8) > pr), (5.1.15) 


为 证 了 明 这 个 定理 , 先 证明 
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引 理 5.6 设 {2。} 是 位 于 贺 |z| 二 RC0 过 RR 二 十 0) 内 的 
非 零 复 数 序 列 , 对 每 个 4,1z,| 二 |zoti|; 且 当 # 一 00 时 |zsl 一 玉 . 
设 8,} 是 任意 的 正 整 数 序 列 ， 则 存在 (0, 1) 内 仅 依 加 于 序列 
{zn} 和 {p,} 的 实数 序列 {8,}, 具有 下 述 性 质 : 

1°。 若 {s。} 是 任 一 实数 序列 ,对 每 个 * 有 


0 一 ss6o， (5.1.16) 
和 |zl 之 尺 内 的 任 一 序列 {w。}, 对 每 个 * 有 
0 zs — wl < Bs (5.1.17) 
则 无 穷 乘积 
1a= 开 (= 一“ (5.1.18) 


在 1z| 过 RR 内 收 化 于 一 个 亚 纯 函 数 。 此 外 , 函数 f(z) 分 别 在 ww。 
和 zs 有 ps 阶 零点 和 极点 (没有 其 它 的 零点 和 极点 ), 且 在 从 贺 
[zl < RR 中 去 掉 所 有 的 贺 1z 一 >,| < ao 所 得 到 的 域 D 中 满足 


< <2 及 HOO < 1 (5.119) 
其 中 
or 一 2"t1p,( 8), (5.1.20) 
2。 着 是 所 有 区 间 [|z。| 一 mizo| 十 oo] 之 并 , 则 
(a) 含 在 [0, R) 内 ; 
(b) 若 R 一 十 ce, 则 的 测度 为 有 穷 ; 


(Ce) 若 R < 十 oo, 则 | 。 全- 是 有 穷 的 . 


证 明 我 们 令 
bs = 2-0nt0pran + 1), ne 1, 2. (5.1.21) 
现在 我 们 定义 序列 {8,} 如 下 ; 
5。 = min{5。| ss|22-Gatop71，RR 一 十 co (5.1.22) 


或 
65 一 mindbss (RO— |s,l)b,, Ian1*2 "+ pr*}, 
及 一 十 co， (5.1.23) 
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， 设 {sn} 和 {ws} 是 满足 (5.1 py 和 (5.1.17) 的 序列 ， 考 臣 和 柔 
积 (5.1.18) 有 | 
1 【5.124) 
设 G 是 从 加 |z1 之 民 中 去 挤 所 有 的 点 ** 所 得 到 的 域 ， 且 对 每 个 #, 
令 ‘1, (2) 一 加 (zs。 一 wa)l lz 一 za)。 若 6 是 G 中 的 紧 致 党 ， 则 
2 -> oo 时 |zoi -> 大， 所 以 有 一 个 仅 依赖 于 G1 的 正和 常数 
， 和 使 得 对 所 有 的 x€G 及 所 有 的 +， 有 1z 一 za| 之 下 。 从 
ee (5.1.17), (5.1.21) 和 {5.1.22) (或 (5.1.23)) 得 到 , 级 数 
Zps8s 路 钙 。 从 (5.1.17) 得 到 ， 2314C2)| 在 G, 上 一 致 收敛 ， 从 
而 无 穷 乘积 (5.1.18) 在 @ 内 政和 敛 于 全 纯 函 数 f(z)， 明 在 w。 有 加 
阶 堆 太 而 大 男 外 的 替 局 、 显然 , f(z) A ps 阶 的 极 
对 于 DD 内 一 点 z, 由 《5.1. 18) 5 1 .24) 利用 不 等 式 log {1 二 

Xx) x 得 到 


Bn Hn 


~ log [Co 过 > ps 


On 


s€ Dr}s 一 ss Sn log |fls)! < bb 27-ent5 prt (n+ 1 < 


norl 


iog 2， 得 到 14 芝 2。 类 似 地 ,从 
| De 


i 


log 


得 至 i 
得 到 rr 即 广 fC2)1. 


由 于 log 1(z) 家 押 肌 证 总 证 而 源 
GAL et Ne eh 
f(x) n= 1 2 
由 于 3€ED, 有 |s 一 2s| 字 tr 12 一 ws| 之 of2 则 从 {5.1.16)， 
(5.1.17)，({5.1.22) {或 (5.1.23)) 和 (5.1.25) 得 到 [7 (Cz) /fx) | 所 
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由 or 的 定义 不 难得 到 ,， F 含 在 [0, R] 内 。 车 R 一 十 co,F 
的 测度 至 多 为 2 > om < 十 co. 若 尺 一 七 oo, 由 于 log 二 < 


A 

定理 5.5 的 证 明 。 对 于 ?+ 兰 2r 定义 函数 8B(*) 如下; 它 的 

图 象 是 顺序 连接 点 (2r。， $(27o))(n 一 1,2,…… ) 的 折线 , 则 @B(r》 
为 正 增 函数 。 对 每 个 4, 选取 一 个 正 整 数 p, 使 得 

pa > 28B(27,). : (5.1.26) 


设 z。 一 rs， {5s} 是 由 {za} 和 {ps} 所 确定 的 序列 ， 满 足 
(5.1.22)。 取 so 一 5。， 选 取 序 列 [ww,} 满足 人 1.17) 及 jwo| 一 ry， 
设 h(x) 就 是 无 穷 乘 积 (5.1.18). 

对 任 一 > >0, 有 


必 十 co。 


WO 而 总 | 00 有 a) 二 ao at 


,A i 


Us 


> (7, i > nCr, £2, 


由 于 nC(ras 下 ) 一 pr 之 pas 从 (5.1.26) 得 到 
N(2rm, 有) > Dir,,), (5.1.27) 
” 若 r > 2ns 则 存在 正 整数 m, 使 得 27% 委 r < 之 2r%n。 由 于 T(x， 
请 为 > 的 增 函数 ,从 (5.1.27) 得 到 Wh 
T(r 4) > B27n) = bl2rnn) > plr) 
证 明了 (5.1.15). 
设 F 是 引 理 5.6 中 定义 的 集合 , 则 由 (5.1.19) 得 到 
m(rs IA)—0, rE€{t0, ooNF}, (5.1.28) 
太 f 下 公 在 点 和 zy 32: Wy + 有 单 极 点 ， 由 于 序 列 {rs T15 .72» 
ra3，"*-} 与 原 序 列 {r,} 有 相册 的 收敛 指数 c。 即 对 任 一 8 > 0， 
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上 {N(es HI/A) /ette ds < 七 oo， 
因此 在 在 R; > 0, 使 得 对 于 r > KR, 有 
| {NC A A) /eitiyade < 1， 


从 而 有 . 
N(r,A/A) (ot ert, rR,, (5.1.29) 
从 (5.1.28) 和 (5.1.29) 得 到 
Tr, fh) So + e)r'ts, 
rE{[0, +oo)\(FULO, RI)}, 
令 上 二 mes (FU[0, Ri]) 一 十 co 则 对 任 一 1 守 引 十 1, 区 间 [z， 
27] 内 至 少 有 一 点 7 使 得 (5.1.30) 成 立 。 因 此 ， 
TSHR (G+ 82 fb+1, 
故去 闫 的 级 至 多 为 gc。 另外 , 大 大 的 极点 的 收 敏 指数 不 超过 
4&1 的 级 , 故 姑 /#4 的 级 就 是 9， 定理 证 毕 . 

注 取 o 一 4,#j8 可 写 为 两 个 零 级 超越 整 深 数 的 商 gi/&,， 
则 一 阶 方程 gw 一 gyw 二 0 的 系数 为 零 级 超越 整 函数 、 但 却 存 
在 有 任意 增长 速度 的 亚 纯 函 数 解 。 

定理 5.6 若 线 性 方程 (5.1.1) 中 的 系数 aikx] (0 安安 ?一 
1) 至 少 有 一 个 为 超越 整 函 数 ，arkz) (0 委 p 委 ”一 1) 是 满足 条 
件 


(5.1.30) 


Bm {mr, a)f > mi(r， >1 (5.1.31) 
rer 


的 第 一 个 系数 (依照 mw，cai………，a -的 次 序 )， 其 中 了 工 是 某 个 测度 
为 有 穷 的 区 间 序 列 。 则 (5.1.1) 至 多 存在 ”个 线性 无 关 的 、 满 足 
条 件 
im { log T(r, w)im(lrs arp)} — 0 {5.1.32) 
rer 
的 亚 纯 函数 特 解 w(x). 
证 明 设 甩 个 线性 无 关 的 满足 条 件 (5.1.32) 的 亚 纯 函 数 


。244 。 


特 解 mr(s)，,… ，wsks)《 若 不 足 绢 个 ， 定 理 成 立 ). 根 据 引 理 54， 
方程 (5.11) 可 降低 乡 阶 ， 得 到 (5.1.12)。 此 时 我 们 要 证 明 ， 
(5.1.12) 的 任 一 亚 纯 函数 解 x,《z) 必 不 满足 条 件 (5.1.32)。 如 其 
不 然 , 设 (5.1.12) 有 一 亚 纯 函数 解 w(x) 满足 条 件 (5.1.32), 将 
(5.1.12) 按 aj(x) 并 项 ,得 到 

一 人 一 人 ngn 十 人 si 十 … 十 和 piap+i | 
其 中 Ck 是 关于 jms wi 二 jas Wye/wp-vpsay9 的 党 
系数 的 多 项 式 , 由 对 数 平均 值 的 姓 质 得 

mlr, ap) < > mt{r, a;) 


i=p+y 


十 立 m(r, C;) + 0O(1). (5.1.33) 


j=p+1 
根据 引 理 5.3 有 


[3 


p 
于 m0) < 0{D log Tr, on 


1 = 和 十] i=1 
+ log T(r, xz) 士 tog + (re7). 


满足 条 件 (5.1.31) 的 ap(z) 必 为 超越 整 函 数 ， 因 此 当 + 一 oo 时 ， 
mlr,4p) 一 co 有 目 logr/jm(r, ap) 的 二 极限 为 零 , (5.1,33) 的 两 
问 除 以 着 (ry ap) 然后 取 下 极限 得 到 
， oO(1) 
< im 1 一 一 一 一 m(r, as 
\ im (aC ap) 人 
十 mtlr, Ci}limtlr, 0)) 


Ea 


< lm | >) [mCr, a;) + mtr, C;)]/ mtr, 0)} 
rw “ij 二 P++] 


rer : 
+ Hm -001) 
外 ml(r, ap) 


< lim > mt{r, ai)imtlr, a)1 十 im O( logr) 
7 j=p+1 ra mt(r, ftp] 
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O iog T+, uy) + 立 log T {+, 0) | 
ra ro 
<1l, 
此 藉 盾 便 证 明了 定理 . 
推论 方程 

wt gna wD Ts) TF ar)w =0 
中 的 系数 arks)(0 委 :< 魏 2 一 1) 为 整 函数 ; 若 其 通 解 为 有 穷 级 的 
整 水 数 , 则 {ai(z)} 为 多 项 式 . . 

证 明 ”假定 此 结论 不 真 ， 则 ai(z) 中 至 少 有 一 个 超 哉 整 函数 ， 
一 定 存在 A(0 和 如 委 一 1) 使 得 (5.131) 成 立 ，(5.1.1) 至 少 有 
”一 也 个 线性 无 关 的 无 穷 级 整 函 数 解 ,与 假设 矛盾 。 

注 1? 定理 5.6 首先 是 由 M. Freio 证 明 的 ， 这 里 叙述 的 
是 其 改进 的 形式 〈 见 萧 修 治 [2])， 空 改善 了 原来 的 结果 。 如 方程 

Ww ew D+ a sw 人 十， 
二 ata}w + ew 一 0， 
其 中 w，az ， as- 部 是 # 的 多 项 式 , 满 足 条 件 (5.1.31) (pz 一 人。 
按 定理 5.6, 此 方程 的 任 一 解 都 是 无 穷 级 的 整 函 数 ， 而 按 Frei 原 
先 的 结果 , 此 方程 可 能 有 + 一 1 个 有 穷 级 的 特 解 。 这 种 形式 的 方 
程 的 例子 是 
w” — {2e* 1)w + ew = 0, 

这 个 方程 的 解 为 ww 一 exp(ez)，m 一 zexp(e*)， 级 都 是 无 穷 。 

2° 定理 中 条 件 (5.1.31) 的 不 等 号 是 严格 的 。 若 等 号 成 立 , 定 
理 不 一 定 为 真 ， 如 方程 

(sinz « coss — 2)w” + 2sin’s » tw’ 
| — (sing. coss + #)w—=10 
有 mm(f san)jm(r， 6429) 二 1， 而 解 为 二 一 sins， tw 一 Zcosg， 它 
们 的 级 都 是 1, 满足 条 件 (5.1.32). 

3? 在 定理 的 条 件 下 ，z 一 co 是 方程 (5.1.1) 的 非 正 则 奇 点 ， 

按 条 件 (5.1.32) 对 非 正则 积分 作 了 茶 种 分 类 ，。 
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现在 我 们 只 假定 方程 (5.1.1) 中 系数 (zw) (0 委 魏 邓 为 怠 
场 数 ,类 似 于 定理 54 有 
定理 5.7 设 CD) (0 之 1 区 由 为 整 函数 ， 则 对 (5.1.1) 的 任 


一 非 平凡 的 亚 纯 函 数 解 w(x) 有 
T(r, ww)< 魏 了 (ri ) 十 六 T{r, ai) 
b ie0. 、 


+ O{ilogrT(r, w')} (ref, ge (5.1.34) 
证 明 将 (5.1.1) 写 为 


= ek [Lanw™ 十 ni 二 十 op] 
a ; 
二 ¢ ‘nH 
= [a Er + on ‘+t | 
tw Ww l 


类 似 于 定理 5.4 的 推导 即 等 到 (5.1.34)。 

对 于 值 的 分 布 ,我 们 有 

定理 5.8 若 w(s) 是 方程 (5.1.1) 的 亚 纯 允许 解 ， 则 对 于 
忆 天 1 co 有 


5(c, w) 一 0. 

证 明 将 (5.1.1) 写 为 

w= — [alz)w 十 aa(s)z + -+ + ana) w/a le), 
则 有 

le 一 一 1 ~ 一 区 e SN dl2) 站 十 

Ww a wo—a . to 

十 an (2) -| /uals), 

从 而 得 到 

ne (7, 一 二 -) 过 > T(r, ai + O{logrT(r, w)}. 

| (+r €1). 
oz (r， 二 2 Tr, ai) 


{ta, ww) 一 lim es < 
Cee rao T(r, tw) a T(r, Ww) 
. . rEr 


"347。 


Ot log r+) 二 二 CClog Tlr, w)) 


le Try ww) ro T(r, w) 
一 0. 
§ .2 Riceati 方程 的 亚 纯 解 
Riccati 方程 
WwW’ — aols) + qe}w tt a ) (5.2,1) 


是 最 简单 的 非 线性 方程 。 研 究 它 的 解 的 性 质 是 具有 代表 性 的 - 
首先 我 人 有 
定理 5.9 ” 设 方程 (5.2.1) 中 的 系数 全 为 = 的 有 理 函 数 ， 则 它 
的 超越 亚 纯 解 是 有 穷 正 级 . 
> 
证 明 令 w 一 .和 一 于 和 一 到 各 ,着 mal) =0, 则 
(5.2.1) 即 为 线性 方程 ， 此 时 不 需要 作 此 变换 和 下 面 的 变 痪 。 当 
aa(z) 关 0 时 ，(5.2.1) 成 为 


u’ = A(z) + w#, (5.2.2) 
其 中 
Po ail(2) _ <42 一 3 42(2) a 
4(a) ~ obs)mls) — 吃 (0 
eas) _ ar le) 
2at2) 2a(z)" 
EV _a(s) 
再 令 4 一 二 一 并 和 ，(5.2.2) 成 为 
太一 二 V' 上 二 BCOP 一 0， (5.2.3) 
其 中 
CaD aa aate) 
百 {z) 一 rofz)aafz) 2 十 2 Day 


此 即 表示 VY (x) 满足 有 理 系数 的 线性 方程 (5.2.3). 

由 $5.1 的 Valiron 定理 可 知 , VCz) 的 级 py 是 有 穷 正 数 。 但 因 
多 V’ BY 
rw) -= 人， 一 如 ) -oogr)， 
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4 1 
N(r,w) 一 N(, 十 ) 十 oCegr) 
一 T(r,PF) 二 OUCtogr)， 
从 而 有 
Tlr,w)} = T(r, V) + O(logr), 
因此 wlx) 的 级 ov 一 ps (参看 Hilie。BL2])， 
有 理 系数 Riccati 方程 亚 纯 解 为 有 穷 级 的 结论 还 能 由 球面 特 
征 函 数 得 到 简明 的 证 明 . 
定理 5.109 具有 有 理 系 数 的 方程 (5.2.1), 它 的 每 一 个 亚 纯 解 
是 有 穷 级 的 . 
证 明 设 w(x) 是 (5.2.1) 的 亚 纯 解 , 则 有 
lw’ Ca) Saka TF 2)als)ala) lw ls) + +: 
+ Jazle) lw ls), | 
由 于 
二 ee 


于 是 


一 ka OP + + a 
(1 + |wta) 1 


< Kilzir (lzs|l—00), 
其 中 。 是 整数 ,可 假定 一 1 筷 p < 十 co 则 
和 | 的 二 
OR bi 《1 士 wl) 1 
< Krite {r 一 oo)， 
从 而 得 到 
Klogr, PP 到 一】 


洒 fr ，z) 去 K, 


re, p> 一 1 
1 十 p 


这 就 说 明 w(z) 的 级 有 穷 ， 
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如 果 (5.2.1) 中 的 系数 至 少 有 一 个 为 超越 亚 纯 函数 , 解 的 增长 
不 可 能 有 上 述 估计 , -我们 有 

定理 .11 若 (5.2.1) 的 系数 owls) 尖 0， ai(z) (0 所 1 二 2) 
为 亚 纯 函数 , 则 对 (5.2.1) 的 亚 纯 函数 解 wlz) 有 

Tlr,w) Nr,w) t+ > T(r ，2i 

+ Of{flogrT(r, w)} (rel,r+ —> oo), (5.2.4) 
证 明 将 (5.2.1) 写 为 
aas) ur 一 ww — qx) ww — aolz) 


-= gy 位 Se ae | 一 GofKz)， 
从 而 得 到 
2m(r yw) mm mt{rts mw fe) SE mr, w) 十 m{r, 洗 ) 


mr, am) 十 frya) 十 mr， 二) + 2log2。 
人 2 


又 由 : 
2N(r, w) < Nlr, w) rt Nr, ao) 


加 1 
十 NIr ad) 二 AN (r: 二 )， 
便 得 
27{7, w) SE Tr, ww) + Nr, w)+ 2) Tr, 2) 
i=0 - 
十 m(;, 红 ) 0(0),. 
即 得 (5.2.4). 
推论 1? 在 定理 的 假定 下 ,车 还 有 
N{r,w)—=0 |= T{r, 4) 十 OfIogr)] (r€1), (5.2,5} 
对 有 
2 
T(r w) = 0{D Tr, a)} + 0 Clogr) 


i=0 
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(reél, + 一 co)。 
证 明 将 (5.2.5) 代 进 (5.2.4) 便 得 . 
推论 2" 在 定理 的 假定 下 有 . 


2 
2T7({r, w) Tr, w+ 2 > T(r, ai) 
i=0 


Oflogr T(r, w)} (rel,r -> co). 
在 (5.2,4) 中 注意 到 2N(r, w) 志 Nlr, w') 所 T(r,w') 便 


注 若 m(s) 针 0, wlz) 是 (5.2. 1) ) 的 多 交角 则 从 上 式 .得 到 


lim T(r, w’) 
ro T(r, w) 


下 面 关 于 解 的 值 分 布 的 结果 ,实质 上 是 由 (5.2.4) 提供 的 . 
定理 5.12 设 (5.2.1) 中 的 系数 oz(s) 新 0，w(z) 是 (5.2.1) 
的 允许 解 , 则 有 


a N(r, w) 
B(w,00) 1 fim Tw) 一 0, (5.2,6) 


对 于 C00, 若 5(w, C0) 之 0， 则 C 为 ww) 的 Picard 例外 值 . 
证 明 由 (5.2.4) 有 | 


一 2, 


T | 
1 < Bm A Fm -Ctlogr T(r, w)} 
i T(r, w) Le T(r, w)} 
rE rer 
oo— NGO,w) i Nlr, w) 之 
Ts eh 
即 得 (5.2.6)， 


对 于 后 一 部 分 ,我 们 令 w 一 C 十 工 。 有 
W’ = — a) — Lalz) + 2Calz) Ju 
一 [eofs) + Cals) TT Cals) ln, 


Bl#, 0) Fn#, 0} = 6(w, C)>0, 
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不 必 
dot2) + Calzs) + Ciefz) = 0,.. 
于 是 (5.2.1) 成 为 
2 一 《 比 一 C)[e(z) + Calz) + ms)w], 

此 方程 有 常数 解 w 一 C。 根 握 开 拓 的 唯一 性 定理 , 此 方程 的 非常 
数 解 必 以 C 为 Picard 例外 值 ,人 允许 解 必 为 非常 数 ,定理 证 完 . 

推论 1” 在 定理 的 假定 下 , 若 存在 C1, C1€ C,，C: 关 Cr 使 得 

6(w, C1) ' 8(w, C3) > 0， 

则 必 5(w', 0} = 1, 

证 明 由 定 理 的 结果 可 知 ， 在 所 述 条 件 下 , C1 和 C3 为 w(z) 
的 Picard 例外 值 , 从 而 


Dew, 0) = Bw, Ci) + Cw, C1) = 2; 
9 蕊 凤 


而 对 任 一 亚 纯 函数 有 


28(1w',0) 尘 > (1w, 6) — 2, 
ry 


关 此 则 得 8(w', 0) 一 1. 
推论 关 在 定理 的 假定 下 , 若 ai(z)/a(x) 尖 const， 且 对 某 
一 必 关 oo 有 8 弛 Csyc)>0， 则 有 B. 之 1， 其 中 


一 1 

。- 三 fw(/re 由 

证 明 由 定理 可 知 , 6 为 w(z) 的 Picard 例外 值 。 此 时 ， 
(5.2.1) 可 写 为 . 

w’ = (wo—a)lals) t+ eels) + alz)w], 
令 F(z) 一 ea(z] 十 gat2) 十 axlx)w， 则 知 FF 满 足 方程 
FF 一 Coxz) + Cz)F + FPF’, 
其 中 Colz) = gz) (a lz)/ a tz)), 
C2) = qz) ms) — qz) — 20a(%), 5 

由 假设 Colz) 和 关 0， 可 知 上 面 的 方程 的 允许 解 FEGe) 不 以 0 为 
picard 例外 值 , 从 而 SCR，0) 一 0。 政 有 
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m fr， 所 ) 一 SCr PF)— slr, w]e 
对 于 F(z) 的 零点 ,由 w’ 一 {w 一 a)F 得 
1 
(二 )<N( 二)， 
于 是 
T(r, w) = T(r, (F 一 cm 一 oo) 
< T(r, F)+ OlT(r, 4) + T(r, a)} 


2 T(r, 记 ) 再 OUT(Cr， a) TF Tr, a)} 


< N(r， 上 + O{T(r, a) + T(r, 0)} 
Ww 


+ S(+r,w)} 
—N(;, 三 ) + SCr, w), 


由 于 him 我 > 一 0, 上 式 两 端 除 以 7(r，w) 并 且 取 下 极限 


rw r, 


就 得 到 证 明 . 2 


$ 5.3 一 阶 代数 微分 方程 
一 阶 代数 微分 方程 的 一 般 形 汰 为 
Aodz, ww ) Ft A ww + 
十 A,i(z, w)w + Alz, w)} = 人 0, (5.3.1) 
Li 
其 中 Li 人 sy 比 ) 一 > di Jet 1 一 0, 1,-.*, 2, 系数 {a (2)} 
i=0 


= 的 有 理 函 数 . 
设 (5.3.1) 有 一 超越 整 函数 解 ,改写 (5.3.1) 为 


a +) 


ew 


+ Assy tw) EE + Aolzs w) ~ 0 
2 ee 


ee 253 


和 A 1 一 让， 黄 端 除 以 w”， 上 式 可 写 为 
9 (EE, s)+ 4( 工 ， 2 中 一 0， 
其 中 6 (2 = 是 5 的 多 项 式 ,系数 为 的 有 理 函 数 ， v(2, 


2 二 六 2 的 参 估 式 ;和 数 汐 江 国 肯 ， 生 丰 全 


的 项 妇 和 人 中， 选取 x 使 得 |w(z)! 一 M(:, w)。 对 于 充分 大 的 
sl, 由 于 


二 ( 笃 ) | <25 zf dlr, w))} (s > 0), 
2 tw 
故 存 在 正常 数 兵 及 互 使 得 
| 人 at 
于 是 得 到 vy(r) 的 代数 方程 
bp di[1 十 Si (2) ]y’ sms 一 0， 
i 和 = ¥ 
其 中 
la Hr + ls 


仿 定理 5.1 的 证 明 得 到 

定理 .13 (G. Valiron) 方程 (5.3.1) 的 每 一 个 超越 整 函 
数 解 的 级 为 有 穷 的 有 理 数 ， 

从 第 三 章 的 定理 3.10 知道 ,如 果 条 件 

太 < 魏 21 一 0，1， (5.3.2 

不 满足 ; (5.3.1) 的 积分 便 有 流动 的 临界 点 。 很 自然 地 我 们 只 讨论 
满足 条 件 (5.3.2) 的 方程 (5.3.1) 的 亚 纯 函数 解 。 此 时 恒 可 设 
da(z。 zw) 三 1， 我 们 有 

定理 5.14 (A. A. IromnGepr™) 设 方程 (5 3. 1 满足 条 件 
(5.3.2), 其 系数 {err(e]} 在 = 一 oo 的 阶 为 ajus 并 令 


p= nax 全 max Tai a 


laiun ll;. 


则 对 (5.3.1) 的 任 一 亚 纯 解 w(x) 有 
OU log + )， p<=<—l1 


他 (ao 一 400 logr)), p=—!1 
OU p>! 
证 明 设 w(z) 为 (5.3.1) 的 任 一 亚 纯 函数 解 。 则 由 对 非 负 实 
数 的 Jensen 不 等 式 
(Ds < 辫 ， 人 > 获 数 


i 


及 Cauchy 不 等 式 


(5.3.3) 


得 到 加 
A(r, WwW) 一 1 | |)w' (a) Ndo, 
| < 和 CGI+locoP7 


1z4 雪子 


$a, 


i b> A{z, ww )" 
Tw | Gd+lze7 


3 | 4;(s, ww ) do, 
bi Cr 


ed [48, wl 7 0, 
二 | Ty 


izl <r 


其 中 dos 为 曾 积 元 案 。# > 工时 , 上 式 右 端 用 Schwarz 不 等 式 便 
得 有 


3 


1 zc。 
(I + [wl|’)? 


ee te | 

i 1 直系 了 

2 t 
人 


对 每 一 个 国定 的 +, 上 式 右 端 相 加 项 中 硅 少 有 一 项 为 最 大 , 令 其 相 
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应 的 指标 为 Kr), 即 得 


Alr,w)En( 1 1 lw’l’do 本 
2, (lt 1wl? 


{1 十 ao 


从 Tea oo 高 io 2 


“nAd{r,w) Tr (+ i Le 


于 是 有 
r» nw Air(z, zi)|T dos 
A w) 加 | (1+lwly 2? 
对 任意 的 r, 我 们 得 到 
A em (( Ls, 网 全 do， 
: J 它 x ih (1+ lw “ 
注意 到 由 于 p; 所 21, 对 fj 2 再 次 应 用 Jensen 不 等 式 得 


1 


+ 
AK, oF < (Plead wc !) 


好 


< Lae) [wn : 


{0 


如 果 *e C， 注 意 到 22 和 #41， 有 1w1*(l 二 1w|?》* 过 1， 因 而 
导出 


La oo) Cg 3 
《1 十 | 下 委 pa mz) |, 


对 /一 1, 直接 计算 可 得 


( [lawle)| + YawCs)| 十 Te 了 


综 上 各 式 ， 站 村 有 的 记 36 对 于 :之 如 有 


2 |Ajlte’s 人 dp 3 A jo 
| (1 十 lwt 下， 和 ‘ilte®)| dp 
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< Cj 


从 而 得 到 
严 季 
人 Lee wl 
Alr, w)n 记 人 0 ididgp 
0(1), p<—1l 
pA O(logr), p=—! 


IO(rPt), p> 一 1. 
根据 球面 特征 商 数 的 定义 便 得 到 (5.3.3), 


$5.4 ”高 阶 代数 微分 方程 解析 解 的 增长 福 


前 面 三 节 中 我 们 对 特殊 形状 的 方程 ， 在 对 系数 作 了 某 种 限制 
后 得 到 解 的 一 些 增 长 性 的 估计 。 本 节 中 我 们 将 对 较为 一 般 的 代数 
第 分 方程 且 对 系数 不 加 限制 的 情形 下 , 导 求 多 值 解 的 增长 性 ,而 亚 
纯 解 作为 其 特殊 情形 而 得 到 ， 

为 了 下 面 的 需要 ， 我 们 先 证 明 下 述 引 理 ， 它 本 质 上 是 属于 
F. Bureau 的 ， 这 里 叙述 的 是 庄 折 泰 在 [11 中 一 个 引 理 的 改写 . 

引 理 5.7 设 U(r:) 和 有 (r) 是 xr《[0, oo) 的 两 个 非 负 非 减 
函数 ,并 且 当 ”一 oo 村 Er) 一 .ea 和 5 为 两 个 正 数 ,H(r0) 之 
max{(a 十 日 )log 2。2?+weata 十 5)}。 假设 对 于 所 有 的 + 和 4, 0 万 
ro ss rr < 1) 有 


£ 


U(r) < aligUG) 二 blog tHr), (5.41) 


出 于 0 <r 委 r<:* 上 有 
UKCr) 一 (ae 十 5)iog -一 一 十 28 (5.4.2) 


证 明 若 + 和 :使 得 下 式 成 立 
Ur) (a tb)log ,+2HG), (5.4.3). 


我 们 将 证 明 对 于 ”一 (1 十 +) 和 + 下 式 成 立 
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Ur) > (+56)log ~ -+2HG, (5.4.4}) 


事实 上 ,根据 (5.4.1) 并 注意 到 +' 一 + 一 二 (1 一 +:) 二 :一 r', 便 
有 


U(r) 和 altgU(r’) + blog -— "+H() 
| 2 
< alig U(r’) + 6 log ee -+ Fo。 (5.4.5) 
结合 (5.4.3) 和 (5.4.5) 便 得 到 


(4 + 5)log 着 三 和 十 2HCG) < J ) 


+ 2 log ee + HO), 
一 


从 而 有 
aligU{(r’) > alog 十 (a + 5b)lopg 十 H(z), 
wh 
即 
ligU(+’) > log | # ei, a 
- | #! 一 7 
出 假设 : 
HO) > H(r0) > (4 + 6)1log2, 


2 exp [| 2-a44we > exp (ea 2-4t&0 > 1, 
a 4 


fr’ 


即 有 U(r') 一 log DC。 于 是 


U(r') > 一 一 -exp [ms (5.4.6) 
下 a 


现在 证 明 


4 


exp [让 2 {+a} 
一 a 
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> (a + b)log 二 一 十 2HCD， (5.4.7) 
“从 而 可 得 到 (5.4.4)。 首先 对 固定 的 1, 令 HG) 一 妃 和 

plx) 一 etay 一 (a 十 Bb)2't logx EE 22+0077 ， 
我 们 有 p(2) 之 9， 这 是 沁 于 日 交 Hr0) 之 214a(4 十 引 ， 从 而 


有 
2can 2 (14+R+1 寺 ( 芭 三 ) + )=Q+2) 
朗 
2+ + 6) ( 十 > > 228+sm(a + 6) + Pre 
Do 
5 > 24+24f @ 二 b)log2 十 22+5aF7 ， ， 
上 式 表 明 


op(2) 一 2can — a 4 6)2telog? — 22+08 > 0。 
同时 ,对 * 之 2 有 
px) 一 ea (a Fb) DP ea 一 [Ka 十 5)22 > 0 
此 即 当 * 之 2 时 p(x) 是 = 的 增 函数 ， 今 轩 


Ce r -2), 


fr 二 一 人 


更 有 9 人 一 一 ) > 9。 即 得 到 (5.4.77。 


现在 令 r。 一 二 (ra 二 0， 一 1 2。 反复 应 用 (了 4 和 
便 有 
Ul) Ur) > (0 tb) log 和 + 2H0), 
上 式 表明 , 当 = ->co 时 右上 端 趋 于 十 co。 导 致 池 盾 。 引 理 证 毕 。 
现在 我 们 考虑 微分 方程 


p 


O(2, ww) 一 之 qr (C2) /如 bi(#) wi, (5.4.8) 


其 中 Q(z, w) 是 ww 的 微分 多 项 式 ， 系 数 为 # 的 亚 纯 函数 .。 对 于 
(5, 4.8) 的 多 值 解 的 增长 性 ,我 们 有 
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定理 5.15 设 wfkz) 是 (5.4.8) 的 ? 值 代数 体 解 ， 且 设 pp 二 
9 十 4， 则 对 于 任意 给 定 的 o 1, 存在 常数 天 和 加 祈 ]， 使 得 对 
于 rro 有 
T(r, w) KF(or), (5.4.9) 
其 中 
Fr) = N(r,w) + DT(r, awm) 十 > T{r, ax) 
k=0 


的 
+ DS) Tr, 6b) + 1, 
1=Q 


4 是 第 四 章 《4.2.4) 中 定义 的 量 ， 

本 定理 说 明 方程 (5.4.8) 的 解 的 特征 在 一 定 条 件 下 能 由 微分 
方程 的 系数 的 特征 和 解 的 极点 的 数目 函数 所 控制 。 

定理 的 证 明 。 若 wk=) 使 得 


乡 


3 arl(z)wt = 0, 


二 0 


则 由 定理 4.10 知道 存在 正常 数 天 , 使 得 
了 (7， 儿 ) 安居 之 T(r, at) < KF(Y), 


当 ad 时 ， 在 定理 4.13 的 证 明 中 我 们 已 经 得 到 


(4. 5 24)， 它 可 以 写 为 下 面 的 形式 
pTlr, w) (gq Ft aT, w) + EvN Gr, w) 


+K{F (+ Dm ("二 )}; 
其 中 Fi(?) = F(r) 一 NN(r, w)， 注意 到 p > 9 十 1。 便 得 到 


rf pp ty Wy WR 
Tm 一 (Kg 十 1) W pP—(9+t+1) 


{e+ 如 
应 用 推广 形式 的 对 数 导 数 引 理 于 上 式 求 和 中 的 各 项 ,得 到 
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Tlr, w) 一 elogYfr w) + blog ee + HC(r)}, (5.4.10) 
一 


其 中 上 和 号 为 两 个 常数 ,并 且 


一 PN, ly), 
A 一 (9 十 1) 人 户 一 (9 十 1) (7) 


应 用 引 理 5.7 (5.4.10) 便 得 
T{r,w)< (a 十 3)1log 一 


十 2D(t)。 


取 :一 oro>>1， 便 得 到 (5.4.9)， 
现在 考虑 次 之 亚 纯 系数 的 代数 微分 方程 
Q(z, WwW) Dans) wn (mi 一 有， (5.4.11) 
并 以 Qi(s, w) 表示 9(z。ow) 的 总 次 数 为 1 的 齐 次 部 分 , 即 


Q(x, w) = > an Ce) wn, 


其 中 hi 一 十 十 则 我 们 有 
定理 5.16 设 w(z) 是 方程 (5.4.11) 的 代数 体 解 ， 并 县 它 不 
同时 满足 所 有 齐 次 方程 Qix(z, wv) 一 0 一 1，2， 4， 则 对 任 
意 的 o > 1, 存在 常数 类 和 ro, 使 得 对 所 有 的 > 之 ro 有 
T(r, w) & KH(or), (5.4.12) 
其 中 
HCOr) ~ Blr,w) + (7 ,二 ) 


+ Ntr,s w) +t PT(r, ea) 十 1， 
N.(?, wv) 为 w(z) 的 分 校 点 密 指 量 。 
证 明 首先 将 (5.4.11) 政 写 为 
Q(x, w) = > Q(z, w) 一 10。 
1=0 

令 吉 一 max{l, Qi(#,w(z)) 天 0 于 是 将 w(x) 代入 (5.4.11) 得 

3 Ww】》 兰 D3 Fi(z, w)w! — 0, 

了 四 
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下 


其 中 Fi(s, w) 一 3 atnfz) (人 * (人 ， 或 者 


Ww 


wm Pa (2, tw) Ws bp Fi(z, w )ew', 
Io0 
应 甲 第 一 基本 定理 得 到 
mT(r, tw ) 二 T(r, wu" Flz, w ))} 十 了 Cr， Be 5) 
-7 (,, Fpils, ww 
(r 安 i 瑟 w!) 
+ T(r, Pul2, w )) 士 Ko, 

由 于 
Iwlm F(zs, w)l, lw|>1 


Eid es w)|, iwl <i 


因此 


I=n 


m (», pp Fi(s, oo] (mo— 1)mr, w) 


ml Fy 
+ > mlr, Filz, w)) 十 天 


ed 


此 外 ， bp3 Fi(z, wv)w! 的 每 一 极点 zw 由 某 些 机 其 项 Fi(s, w)w 
的 极点 产生 ,所 以 ， 车 以 r(xo, alz)) 表示 Cs) 以 zo 为 极点 的 重 
级 , 则 工 (=， 2 Fi(z, wo < mx, ir(zo, FHAz, w)w'} < 


Cm — rss ao) 十 Dm, FIC#, w)). 因 此 , 
Te 


w— 1 \ 
N(r, >， Fi(z, w)w!) {miN(r, w) 
1 一 0 
十 pb N(r, Filg, wi)), 
i=0 
于是 得 到 
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“smi{r, ww) {m1i)T(lr, w) 


十 p> r,s Fr, w)) + Ks 
ta 0 


TO TT 
i=0 
现在 对 上 式 右 端 求 和 各 项 进行 进一步 的 入 计 ,首先 容易 得 到 
nr, Ass oO) 一 开矿 人】 


了 


< ， mlr, io) 十 > 3 iam (er， E 十 天 3。 


Nmt a=l 


因此 ， 
> mlr, F(z, w)) kK, {E07, ati)) 


+ m{r, 4 em) + (5.4.13) 


为 了 估计 SN, Fi(s, ww)), 我 们 注意 到 Fi(x, w) 一 


Pant (和 人 2 的 极点 产生 于 下 列 四 种 情形 ; (i) 系 
数 cp(s) 的 极点 ; (ii w(z) 的 界 点 ; (省) w(a) 的 极点 ; (iv) 
某 些 ww(z) 的 极点 但 不 是 w(x) 的 极点 者 , 即 由 某 些 分 核 点 所 产 
生 者 ， 

显然 对 于 情形 (i)， 它 在 N(r, Fiz, w)) 中 的 贡献 至 多 为 
EN(r;y a0))。 . 

对 于 情形 (iD。 设 m 是 w(z) 的 零点 ,其 重 级 记 为 + (%, 二 )， 
即 w(x) 有 BP(1 <<8 < ) 个 分 核 在 吉 点 取 ww 一 0 为 值 ， 此 时 在 
% 的 邻 域内 有 

Dd tr ps 
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从 而 


c{ ;Bap 


#0 iw 


ww (x) 一 《3 一 30) Boal2), Bal%0) 天 0，oo。 
这 就 表明 sm 为 Fi(z, ww) 的 极点 ,其 重 级 为 
T(z0s Fs, tw)) = max {i + 2i8 + + HP} SR fy, 
其 中 5 一 max | 了 id。 因此 ,由 情形 (i) 产生 的 FA2,w) 之 
极点 在 NCr， Fx, w)) 中 的 贡献 至 多 为 pyN (7 


“类似 地 可 得 对 于 情形 ( 壤 ) 所 产生 的 极点 在 NG、 Pi(z, w)) 
中 的 贡献 至 多 为 JvN(r, w)。 

对 于 情形 (iv), 我 们 假设 wz) 有 个 分 核 在 坟 点 取 a 天 0，， 
co 为 值 ,其 重 级 为 r (ww，,。 :一 ), 于 是 在 m 的 邻 域内 有 


wlz) 一 2 十 (8 一 go) (wa) Cz), gls0) 天 0, 00 


和 
(ro， 二 )-ap 


WN) = (sm) go， 号 (oo) 0, 00, 
若 = 使 得 f(s, 二 一 ) 一 中 二 0， 则 加 成 为 Fulz，w) 的 一 个 
极点 ,其 重 级 为 


A max { 达 1a op 一 0 


< max | 一 后 iu(2a 一 »))} 
v8 C1), 


其 中 (人 + 一 max{h， 0}，o 一 max{ 允 i(2a 一 1) 因此， 由 


情形 (iv) 产生 的 极点 在 N(r， Fi(z, wv)) 中 的 贡献 至 多 为 rNs(r， 
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wv ), 
综 上 诸 式 便 得 


> NCry，Fi(z 2 < K; {Bc, w) +N(;, 二 ) 


十 er， tw ) 十 SN(r, < 
将 此 式 与 (5.4.13) 相 加 便 有 
Treo) < EK {NGr,w) TB(r, L) + Nr, w) 


+t T(r, en) 十 Sm m{r, <) + 中 (5.4.14) 


以 下 仿 定理 5.15 的 证 明 便 得 到 (5.4.12)。 
注 当 w(z) 为 方程 (5.4.11) 的 亚 纯 函数 解 时 , N,(r, w) 一 
0, 好 为 S， Bank 四 的 一 个 结果 。 
对 于 方程 (5.4.11) 的 解 同时 满足 所 有 齐 次 方程 的 情形 、 我 们 
先 证 明 下 面 的 引 理 ， 
引 理 5.8 设 Glr) 和 J(r) 为 两 个 定义 在 (0, R) 内 的 非 减 
实 函数 。 
(Qi) 对 于 R ~ 十 oo 的 情形 , 若 除去 一 个 有 穷 测 度 的 集合 王 外 
有 
G(r) HC(r), (5.4.15 ) 
则 对 任意 的 & > 1, 存在 6 使 得 对 所 有 的 r 实 ro 有 
G(r) < Hler), 
(ii) 对 于 KR 过 十 oo 的 情形 , 若 除 去 一 个 集合 , 于 


az 
对 于 rE 有 (5.4.15) 成 立 ， 总 二 宣 得 对 所 有 的 ”有 
G(r) < H(S(r)), (5.4.16) 


其 中 S(7) 一 R 一 AR 一 +). 
证 明 ”出 假设 有 一 集合 五 , 有 mcs 一 | dt 一 8 < +oo， 
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使 得 当 rEE 时 (5.4.15) 成 立 ， 而 对 任意 的 7, 区间 [r，* 十 2 十 1 
的 长 度 为 8 十 1 之 mesE。 寺 此 ， 它 不 能 包含 在 E 之 中 ， 即 存在 
Se[lr, + 十 8 十 1], 使 得 G6(5) 志 AH(S)。 由 G(r) 和 HCr) 的 
单调 性 有 
6G(7) < G5) EH) < Hr +8 + 1). 
对 于 a > 1, 我 们 取 % 之 二 1, 划 当 :之 n 时 有 
G(r) Hlr + (0 — 1)r0) & Hler), 

(iD 令 p07) 一 (R 一 (1 一 eV+9)， 则 对 任意 的 +€ (0， 
R),:.r 十 到 (7 一 六 一 (R—r)e St? < ， 即 区 恒 J, 一 【rr, 7 十 
Lr)] 局 于 [9, R), 并 且 


r 十 97] 
| _ad; -| 3 de 一 6 十 1 
ir R— 1 y R—: 


因此 ,J, 不 能 包含 在 EF 之 中 ， 歼 存在 :El:,+ 十 plr)]， 使 得 
GQ() 所 HCz)， 由 单调 性 得 到 
G6{7) < 60) < HO & Hlr + pl). 

现 令 5 一 cer0， 则 十 g(r) 一 SCr)， 进而 导出 (5.4.16)。 

下 面 的 引 理 和 定理 是 何 育 赞 与 I Laine 所 得 ， 亚 纯 函 数 情 
形 为 5S. Bank'™ 所 获得 。 

引 理 5.9 设 w(z) 为 代数 体 冰 数 ， 设 C2) 一 4 ta. 
对 任意 的 a > 1!、 存 在 正常 数 扩 ，K, 和 ro， 使 得 对 所 有 的 + 之 ro 
有 

T(r, w) < Kl{rN(or, w) + r‘expl Kiplor)]}, (5.4,17) 

其 中 

blr Tr 9) + Nlrsy)logr + Nr, yigN(r, 7), 

证 明 设 y(z) 满足 次 之 方程 

再 (和 + Blts)y” +" + Bolz) 一 0， 

其 中 B;(s) 人 一 1， ») 是 整 阔 数 。 令 fitz) B,Cz)| 
Bz), 1 一 0 1."' sD 一 1 由 Poisson-Jensen 公式 有 
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人 本 
log UN I 元， 古 tbs ) Ri—2Rrcos(0—@)—r 申 


+ 3) iog | 及 二 2 


18pm < 只 — bm) 
二。 所 和 全 一 Gog 
2 | RC 一 多 sa) 


其 中 {as} 和 {8%} 分别 是 BjCz) 和 B,Cz) i 现 令 R 一 or， 
go 一 /we 之 1， 并 设 1z| 一 + 产 |5m|， 我 们 进一步 得 到 


log (f(D < 2 一 morsf) TY log(20r) 


dml<or 


十 = log i (5.4.18 ) 


bri 人 or 


若 3 之 efc 之 1， 定义 


os Pls | 3 ) 
Nos, 7) = 1 Bol Bo i 


.0 t 


+ 2 (0, 评 )1oe (os) 


即 有 


(5, 时 (5.4.19) 

现 设 16%) 非 空 ， ee 若 此 序列 为 无 穷 , 取 
ro 之 1， 使 得 当 m 守 mo 时 15m| > efc; 若 此 序列 为 有 穷 。 则 取 
mo 为 其 个 数 。 于 是 对 任意 的 z， 郡 有 nn(|5ml，?) 之 mm， 对 于 
入 11o 令 凤 一 [No yy] 由 于 og 之 1, 计 及 (5.4.19) 便 
有 6 


1) 对 于 Bi(*) 和 Bs) 的 公共 零点 时 其 重 级 相同 时 ， 将 不 是 fKz) 的 零点 和 投 
点 ;此 时 右 端 两 个 求 和 项 的 差 将 万 丰 抵消 ， 
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2) Gm >， [LNCcipw| > 》] 


a | mm > 


< (= ) Deol, 


三江 mmg 


<() 吕 < 


m> mg 


名 在 , 令 E 是 {Uj [owl 一 aoy 12 ge ULo, 1ém lt 11U 


{la,l} 和 分 校 点 相应 的 U{1Ci1} 之 并 集 ， 其 测度 为 有 穷 。 现在 
来 估计 《5.4.18) 趟 右 端 最 后 一 个 相 加 项 ， 设 rEE, 当 m 之 rr 时 
i 一 lbwl| 之 cm; 当 w 所 mm 时 |r 一 15,1| 之 1, 从 而 


(=S 十 i < > 


i p+ 2 pp m>nme 
一 >) logN(clpo|, 7) < on(ar, ygN(o, y), 
m>mg 


因此 , 当 rEE 时 ,对 1s| 一 + 有 
log | 及 (| < < 二 2 Tor, fi) 十 aor 7) log (2or) 


十 y)égN(or, y)., 
根据 第 二 章 的 (2.3.6) 有 
Tlar, fi) < vT(or, 7) 十 ylIog2， 
(5.4.18) 成 为 
| Bj) 
人 | py 


= bo fo)| < EH LT(0r, 7)+ log2] 


十 ?zforyy)logt2or) 

+ onlor, y)égNCor, y), (5.4.20) 
今 设 Xia 这 一 1,，2,……, 2) 为 了 (x) 的 各 个 分 校 ， 则 当 * 使 得 
jyxtz)| 之 1 时 | 


PH 1B,_1(2) (YiC2))” 1! 二-.-. 二 + Bul)| 
人 a | BoC) CGC) 
vB{z) 
18,C2)|’ 
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其 中 8(s) 一 ,max {1Bi(s)|}。 显然 上 式 对 1yx(x)1 < 工 仍然 
成 立 ， 注 意 到 (5.4.20) 的 右 端 与 了 无关, 我 们 得 到 
log |j4Cs)| < 2 二 T(cr, 9) + na(or, miog(2cr) 


+t ontar, y) lbgN (Cor, yy》 + 1): log 2: 


logy = V(r), ee sD C53.4,21) 
令 s 为 一 正 数 , 使 得 在 0 所 |z| < 日 内 w(z) 没有 零点 和 极点 。 中 
第 一 基本 定理 


7 (, +) = T(r,w) 厂 s(0, ry), 


1 4 
其 中 |e(0, +)| < lg [4 


下 面 我 们 将 进一步 证 明 , 当 1z| = réE 时 ， | 
Wgl xf 人 | SC(r), {5.4.22) 
其 中 8 是 z 在 wtz) 的 Riemann 曲面 上 的 点 ， 


Clr) 一 区 {a(r, tw0) 十 rexzpPfr) + hs 


二 十 La(0, 一 - 二 】 log > 十 2xr exp V(r), 


事实 上 ,假设 G5.422) 不 成 立 ， 则 存在 rEE 和 一 点 和 一 retm, 使 
得 glw( 和 )1 > C(r) 之 0， 更 有 

iog {wa(zo)| > Clr) > 2rrexpy(r) > 0, {5.4.23) 
今 取 匣 周 了 : {z; 1z| 一 r+} 上 另 一 点 zi 一 re 名， 并 令 和 为 了 上 
连接 xm 和 的 弧 段 。 由 集合 E 的 构造 和 +rEE 的 事实 , ?58(20 在 
FF 上 无 零点 ,极点 或 分 核 点 ,因此 w( 名 在 包含 的 某 个 单 连 通 
区 域内 全 纯 且 无 零点 ， 因 此 ， 我 们 能 在 此 区 域内 取 log ws) 的 一 
个 全 纯 分 校 量 


log wl%) 一 logw (&) 一 7C5) 必 。 
于 是 \ 


* HHP 


bw] < Hw(s)l le {, C5)ae) 
< lw(2)l ew {| lrC5)4latl } 


< |w(%)|{erp[2rrer™]}. 
根据 (5.4.23), 对 所 有 了 上 的 条 便 有 
log | wt&)| 之 log |w(&)| 一 2xrexpV(r) 
> Cr) 一 2re7o > 0, 
也 世 可 知 , 在 FTF 上 wxKz)1 之 1, 从 而 


2 1 
j= Wg — 1 a =0, 
~ 2zz 全 了 jwalre®)| 


1 > Hy:] 
ma 一 一 一 Ww 2 
mlr, w) 2 上 tg| rlre )| 


> Clr) 一 2rrer™, 二 (5.4.24) 


下 面 , 我 们 将 证 明 一 个 与 (5.4.24) 相反 的 不 等 式 , 这 就 导致 矛盾 。 
事实 上 ,由 密 指 量 的 定义 和 数 .8 的 定义 有 


Ee 
但 由 幅 角 原理 
"(， 1)— nCr, w) = 二 [| (De 
以 上 了 和 i 表示 工 和 T。 在 w(s) 的 Riemann 曲面 上 的 曲线 ， 再 
由 (5.4.21) 得 到 

(rs Leas, de = 家 wa 
nr, ww) 十 rerpPfr)。 

综 上 各 式 得 到 

m(r, w) <N(,, 二 十 和 氨 六 (-， 二 
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+ (0, 二 jlogr 十 加. 的 
”< 安 二 pfr， 也) 十 L»{0, LL)logr 
ve » wr | 
a 
vB 
= Cr) — 2rrer™),” 
这 与 (5.4.24) 矛盾。 这 就 表明 了 (5.4.22) 成 立 。 因 此, 当 EE 时 


m(r, ww) < C{r), 
由 C(r) 的 定义 ,容易 指出 ,存在 + 六 0 使 得 必 了 上 且 了 产 时 


CC 二 二 rmi 十 全 er 


注意 到 (5,4.19) 和 了 (>) 的 定义 , 存在 六 和 ra 使 得 ， ;EE 县 + 之 
?2 时 有 


Vr) 各 wT (or 十 


rh y)log (20r) 


Ee N(ar, y)légN(or, 7)T6 


< Kig(or), 
从 而 得 到 
m{r; vw) 过 rp = N(or, w)+ 全 ep{ Kor)). 
上 式 两 边 加 上 Nl(r, w), 则 知 存 在 KJ 和 7s, 使 得 当 rEE 和 六 ma 
时 有 


T(r, BD < Kl(rN(or, 1 十 > xp(KarD 
但 由 于 EE 的 测度 为 有 穷 ， 根 据 引 理 5.8, 对 于 9 > 工 存 在 天 和 ro 
使 得 对 所 有 的 + 之 rr 有 
T(r, ww) < K{rN(ar, 2 tr We 
其 中 a 一 
引 理 5.9 还 可 改写 为 
引 理 5.10 设 w(z) 为 z 值 代数 体 茹 数 ; 令 y (x) 一 w(xz)/ 
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tfsz)， 则 对 任 章 的 a > 1， 存 在 常数 玉 ，R 和 +。 之 1， 使 得 当 
学 to 有时 有 
T{r, w) < K{rN(er, w) + rexsp[ KiT (or, }) 
- log (rT(er, 7))]}. (5.4.25) 
现 设 41{s) 是 981s, w) 中 相应 于 权 达 最 大 者 的 系数 aks) 
之 和 , 即 令 万 二 i { 西 }， 其 中 而 一 六 十 25 十 十 mn 4 二 


看 十 三才- 十 加 3 
Le) 一 之 a.nCz), 
有 

我 们 有 下 述 定理 

定理 3517 设 w(g) 是 方程 (5.4.11) 的 代数 体 解 ， 它 满足 所 
有 的 齐 次 方程 Di(z，w) 一 0 了 9,1 一 1，2,.…'，4。 若 对 某 个 1， 
Q(zs,w) 关 0， 相 应 的 4,(z) 天 0。 则 对 任意 的 0 之 1， 存 在 常 
数 天 , 玉 , 和 ro, 使 得 对 所 有 的 = 守 6 有 

T(r, ww) K{(rN(or, wy) 

十 riexp{KH{ar) loglrH(ar)]1}), (5.4.26) 

其 中 

Hl(r) = N(r, w)} + le 二 + Nr, w) + blr), 


blr) 一 Tr, an) Ed 

证 明 令 y(z) 一 w'(x)/w(lx), 则 由 递 推 关系 易 知 , w 了 (2)j 
wlw) 能 表示 为 YC2),y(2),-…, yi(x) 的 常 系数 多 项 式 ， 
Di(z, w)jw! 能 表示 为 99), 乡 (2)，,…s ym?() 的 多 项 式 , 其 
系数 为 9:s, wy) 的 系数 的 线性 组 合 , 且 写 为 

Q(z Ww) = ANE) + ORs Vw! 0, 
其 中 Di(syy) 是 ?(z)， 7 ay (zs) 的 多 项 式 ， 其 次 数 
至 多 为 不 一 1， 系数 是 Q1:(z, w) 原来 的 系数 ta6wtz)} 的 线性 组 
合 。 显 然 可 以 假设 
Az)Y: + Qari 7) = 0, 

报 据 引 理 4.11, 即 得 
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; 和 ， 
mtr,?) 寺 K (zw(， “0) 十 之 ， tm (, ” )). 
另外 ,我 们 容易 有 
N(r, ») SN(r, tw) 十 六 (-， 二 ) + N.(r, ww ), 


然则 
T(r < NG, w) + (r, 二) 十 Ne(ry w) 


中 汪 表 
十 K 局 5 (r, a ) 二 2) mt(r, y%/))}. 


应 用 定理 2.18 的 推论 于 上 式 右 端的 m (ry 中 /1y)， 并 县 应 用 引 理 
3.8， 则 对 任意 的 8 >1， 存在 Ki 和 fiy 使 得 对 所 有 的 rr 有 


T(r,y) <K 全 (er， 二 + (ps, w) 


[2 
+ Ne(pr,w) + (Pr) |, 


凋 由 引 理 5.10, 将 上 式 代 进 (5.4.25) 的 右 端 各 项 即 得 (5.4.26)。 

推论 ” 设 w(z) 为 下 述 线性 方程 的 > 值 代 数 体 解 

draw tt a WD 十 (zw = 0, (5.4.27) 
其 中 ajC2) (7 一 0, 1,.…,7n) 是 zx 的 亚 纯 函数 ， 且 有 a,(x)ao: 
《sg) 兰 9， 则 对 任意 的 o > 1， 存 在 常数 开 , 天 ! 台 ro, 使 得 当 > 之 
ro 时 有 

T(r,w) KirN(ar, w) 

二 riexp{ Klar}ylog (rH (or)})]}, (5.4.28) 

其 中 

Hi(lr)—N (r， 二) 十 Mr(ra) 二 >) Treo 十 1. 

证 明 显然 , 若 ww(e 是 (5.4.27) 的 平凡 解 , 则 (5.4.28) 成 立 ， 
故 可 设 四 (s) 是 非 平凡 解 ,其 不 计 重 级 的 极点 必须 包含 在 {n(x*)} 


(1 = 0,1,.- ,7) 的 零点 和 极点 之 中 ,换言之 ， 存在 Ko 和 rs 当 
+ 这 时 有 : 
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N(r,w) < ko So(r,1 1)+ N(r, | 
< 2 > T(r, a;), 


在 (5.4.26) 中 六 (ro) 代 以 2K。 T(r, qa;)， 即 得 (5.4.28). 


具有 代数 体 函数 解 的 线性 方程 是 大 量 存在 的 。 现 列举 若干 例 
如 下 
例 1° 由 方程 
zw l= 0 


所 确定 的 2 值 代数 函数 满足 线性 方程 


2g E40. 
dz 


2” 由 方程 
《sinz)twz 一 1 一 0 
所 确定 的 ee 
dw 
dx 
3”Bessel 了 区 数 w(x) 一 Jon(z)， 其 中 阶 关 一 Ha 和 2 互 
质 时 ,是 > 值 代 数 体 函 数 ,满足 线性 方程 


区 dw + (mm)w 一 0。 
Lz? ds 


十 一 1 《ctgz)zo < 一 0。 
y 


注 1” 若 所 有 的 41(z) 三 0,。(5.4.27) 式 可 能 不 成 立 ， 如 

方程 
(ww ww Pw tt Cw ww) ow m0 

有 和 解 w(z) 一 exp( sins). 

2” 估 计 《5.4.11) 的 解 w(x) 的 增长 时 可 能 有 三 种 情形 

a) 有 一 i, 使 得 Qi:(z, w(z)) 关 0. 

b) w(z) 满足 所 有 的 齐 次 方程 Qi(s, w) 一 0， 
但 有 一 ?使 得 Qi(z,w) 半 0，Ailz) 天 1 
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5) w(z) 满足 所 有 的 齐 次 方程 , 且 所 有 的 44(z) 二 0. 

若 4) 或 2) 成立， 由 定理 5.16 和 定理 5.17 可 分 别 估 计 解 的 
增长 。 荐 c) 成 立 , 令 y 一 wjw, 则 有 ?的 * 一 1 阶 方程 4.(y) 一 
0。 若 对 ?7 及 4 aa) 或 5) 成立, 上述 揭 定理 可 估计 T(r,Y), 再 应 
用 引 理 5.10。 可 估计 (rw)、 著 <) 对 7 及 汪 成 立 ， 则 有 关于 
y /的 = 一 2 阶 方程 4(771y) 一 0。 重复 此 过 程 , 若 <) 继续 成 
立 , 最 后 得 到 一 阶 方 程 4A,_.(w) 一 40， 这 时 c) 显然 不 再 成 立 了 ， 


3 5.5 ”高 阶 代数 微分 方程 解析 解 的 值 分 布 


类 似 于 Riccati 方程 和 线 狂 方程 的 值 分 布 ， 这 里 我 们 来 研究 
Q(z, WwW) = Plz, w)/O(z, w) (5.5.1) 
的 > 和 值 代数 体 解 的 信 分 布 。8(x，w) 是 忆 的 微分 多 项 式 ， 其 系数 
为 = 的 亚 纯 函数 ， 习 不 包含 只 有 尼 的 项 ; P(xz, w) 和 Qls, w) 是 
系数 为 xz 的 亚 纯 函 数 的 必 的 多 项 式 , 次 数 分 别 为 和 9, 且 它 们 是 
互 质 的 .我 们 有 
定理 5.18 若 w(x) 是 方程 (5.5.1) 的 > 值 代 数 体 人 允许 解 , 则 
当 p 之 4 十 % 时 有 
s(w, co0) 一 0 和 Blw, oo) <1—?— td, 
又 设 aEC 集 得 P(x, @) 关 0, 则 当天 0 时 ,有 


(5.5,2) 


awe)=0 和 eye 去 1 一 minta 士 … 士 让， 


(5.5.3) 
当 go=0 时 ， 有 


(lw, 0 < 委 1| 


min{ 志 十 五 十 .十 了 
Hy 
证 明 由 于 w(z) 是 (5.5.1) 的 解 , 则 | 有 
Ols, whe)) Q(z, wlz)) — Pz, whe)), (5.5.5) 
出 第 四 童 的 (4.1.3) 有 


《5.5.4) 


m(lr, Plz, w)) pm(r, w)— Sl(r, wy, 

mr, Ols,1w)) Sqm(r,w) + Slr,w), 
又 由 第 四 章 的 {4.5.4), 有 

mt{r, Q(z, Ww)) ELimr, WwW) + Str, w), 


(pp—(gt+ A)mr, w) < Sr, ww), 
根据 允许 解 的 定义 ， 上 起 两 边 除 议 T(r, w}， 再 取 下 极限 便 得 
5(w, 00) 一 0。 至 于 (5.5.2) 的 第 二 个 不 等 式 ， 由 定理 4.13 的 证 
有 明 过 程 即 可 得 到 。 
为 证 明 (5.5.3) 和 (5.5.4), 令 必 二 a 十 二 ， 此 时 方程 (5.5.1) 
的 右 端 可 写 为 
Ap P(z, ce)a? 十 .十 ps) 
0(z, gju? 十.… 十 Bs) > 
由 于 


wD = Pu ts a) 1 
witl 3 了 


其 中 Bls,w,-…,wW) 是 其 变 元 的 7 次 齐 次 多 项 式 。 于 是 
2ftz* 儿 ) 的 通 项 可 写 为 


an Cw) (wm) ans) (到 二 


BH, tH s+, HT ) is 


"tl 
= P(g; 2 HD J Ca+2zr ytetrDfm 
沟 此 方程 (5,5.1) 的 左 端 成 为 
(zi Ws*"'", Di 


出 此 ,方程 (5.5.1) 成 为 
Pda) Vr ) ao] 袜 房 Cz)o 
太一 i=0 


其 中 otariCs) 二 P(g, &) 关 0， 并 日 当 5 天 0 时 ， 
i 宕 min {十 -十 i}; 


"276° 


当 g 二 0 时 7 守 min fi 十 二 十 … 十 记 }。， 注 意 到 5(w, co) 一 
8(tw,&) 各 8@(#, co) 一 四 (wa)， 应 用 {5.5.2) 即 得 (5.5.3} 和 
《5.5.4)。 

下 面 的 例 说 明定 理 中 的 界 能 被 达到 - 

例 1” Weierstrass 椭圆 函数 fx) 是 方程 

(wy = 4(w — en){w— er)(w oO— es) | 

的 允许 解 , 共 由 cea es 为 常数 ， 是 方程 右 端 的 单 根 ， 此 时 & 二 
4 一 2,4 一 0,p 二 3, 人 一 4， 由 氏 z) 的 性 质 可 得 


ed oo) = Of, o7) — 3 i 1,2,3, 


5(f, a) = 0, a€ €, ec) 一 0， seC\U {eri}, 
例 2” 设 w 一 w(xw) 是 和 
x 一 ec 一 op 
的 及 函数 , 它 满足 微分 方程 


{0 "mt i (iw "一 {ww 2 Pim {tw 2 7 )makt os 
其 中 mm, a; 4 是 正 整数 , 且 广 十 二 十 二 一 cp,7 是 判别 的 


全 一 2m1。 我 们 有 
elw oa) 一 1 一 鞋 ， B(w, PB)—1— 二 , 


Olw, 7r) 一 1 一 二， 


天 
并 且 对 z 关 asp 7 有 
@(w,a)—0 
对 于 we 公有 
St al 一 0 


$5.6 常 微分 方程 亚 纯 解 的 因子 分 解 
亚 纯 函数 央 子 分 解 理论 是 研究 一 个 给 定 的 亚 纯 函 数 w(x) 能 


* 277°* 


否 以 及 如 何 表示 为 其 它 一 些 函 数 的 复合 的 理论 。 一般 地 ， 如 果 
wlz) 一 其 ECs))， 其 中 1(5) 为 亚 纯 函数 , g(xz) 为 整 函数 , 则 可 能 
有 下 列 情形 出 现 、 1?， 上 为 分 式 线性 函数 ,8 为 一 般 整 函数 ; 2°. 
8 为 整 线 性 函数 ,+ 为 一 般 亚 纯 函 数 ; 3°. f 为 有 理 函 数 ,8 为 整 
函数 ; 4°. 8 为 多 项 式 ，f 为 亚 纯 函 数 ; 5°. 了 和 & 分 别 为 超越 
亚 纯 函 数 和 整 函 数 。 如 果 w(x) 的 每 一 分 解 都 出 现 1°? 和 2° 的 情 
形 , 则 称 w(xz) 是 崇 约 (或 质 的 ); 如 果 出 现 3? 和 4° 的 情形 , 则 称 
wlz) 是 氢 素 的 ;情形 5° 称 为 可 分 解 的 ，f 和 中 分 别称 为 ee 人 za 的 
左 因 子 和 右 因 子 。 许多 研究 工作 是 寻求 素 的 或 氢 素 的 函数 类 ,以 
及 研究 左 因 子 或 右 因子 的 形式 。 对 于 满足 某 些 类 型 的 微分 方程 的 
亚 纯 孙 数 ， 它 们 的 因子 分 解 有 特殊 的 性 质 。 特别 是 EMues， 
N.Steinmetz 中 曾 给 出 很 普遍 的 定理 。 由 此 可 以 得 到 一 批 拟 案 函 
数 , 且 一 些 已 有 的 结果 可 以 作为 其 简单 的 推论 而 得 到 。 本 节 我 们 
将 介绍 这 方面 的 基本 内 容 . | 

首先 ,我 们 给 出 下 面 的 定理 。 它 是 由 A. Edrei 和 W. HH. 本 
Fuchs 给 出 的 , 它 在 亚 纯 范 数 因 子 分 解 理论 中 有 重 权 的 应 用 。 它 
能 叙述 为 下 面 的 形式 。 

定理 519 设 1(5) 为 亚 纯 函数 ， 其 级 er > 0， 又 设 8 为 
超越 整 函数 , 则 w(z) 二 f(e(x)) 的 级 pw 一 co. 

为 了 证 明定 理 5.19， 我 们 需要 下 列 引 更 ， 


- 引 理 5.11 设 g(2) 一 四 cns" 在 |z| 拟 R 上 全 纯 ， 且 SCsJ 天 
,tw 庆 0。 如 果 r(< 过 R) 满足 次 之 条 件 
则 对 # 二 1, -…--， 有 


(em < lwl(£) og MR, 8) + Me E., (5.6.1) ， 


证 明 令 
a i g{2) = = zo 
h(x)} = log \! 区 一 3 bape : 
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由 引 理 条 件 可 知 , 4(s) 在 lz| 迄 R 上 全 纯 ; 并 且 有 
A(R, A) ~ mas dio es be vel! Fn) 


lw! 
由 定理 1.3 得 
[bslR" < 4log 4 十 Rs 0D) — 216! 一 &9|. 


再 由 假设 条 件 有 
1 4 M(Rs8) < 1 MR,g) + 1 M(R, 8) < MCR, 8), 
-| 2 4 


和 


— 2 log 1—20)| < log4 2log M(R, 8), 


于 是 
.15,|R"* < 6log MIR, g), 


由 于 当 1z| <* 时 有 leal «3, 因此 
-+ + 


一 2 和 2 ys (5.6.2) 


其 中 «(2) 一 (22) =- De, 并 有 


I#(z)| 二 sO 全 + 二 | + 二 | + 
Mr, 8) 
| 站 


由 Cauchy 公式 便 得 


alr < Mr 8). 
. lwl’ 
注意 到 bs —— d,s— cnlw, 便 有 


(el < Iwillol 4 1a)" < wl {olog MR, g) (EY 
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Mr 8) 
Te 
引 理 &12 设 g(x) 一 了 3) csr 为 超越 整 函数 ， 对 于 |w|> 


Kolg) 又 设 + 满足 
— 2M(r, £) 
u(r) 
其 中 g(r) 为 最 大 项 ,并 且 在 |s[ 所 R( 之 +) 内 , g(x) 世 w, 则 
1 < 96Rirrlog M(R, g)(1l 
+ log MI(R, g))Y/R"(R— ry. (5.6.3) 
证 明 取 r 之 +o 使 得 wlr) > 1 且 中 心 指标 2 一 pv(r) 之 1. 
由 引 理 5.11 便 得 


zx] 安 slwl() log M(R, g) 十 外 &) 


tw 
一 l2M(r, Er 1 
CE (FE) og MR, 8) + lr), 


lwl 


从 而 有 
I (Ey) log M(R, g). 
再 由 定理 1.10 的 推论 即 得 (5.6.3). 

引 理 5-13 设 g(x) 为 有 穷 级 整 函 数 ， 对 任 给 5 沁 0， 存在 
Ks 一 Kolg， 8), 使 得 对 于 Tw|>> Ko 守 1g(0)| 和 合 于 M(t, 8) 一 
lIwi 的 z, 方程 g(x) 二 wv 在 1z| 二 #7 内 有 解 , 

证 明 ”用友 证 法 证 明之 ,车 引 理 结 论 不 成 立 , 则 有 wx 和 所 一 
co， 使 得 g(x) 一 wi 在 加 1z| 过 让 1(* 内 无 解 ,其 中 4 写 rx， 并 且 
rk 满足 Mri, 28) 一 |wal,fk 一 co 今 取 7 下 rs 怀 二 rit', 并 设 
gs) 的 级 pr 二 #5 二 co 则 应 用 引 理 5.12 便 得 

1 < 妇 Aris Ute ne 1 2 ri 7) 一 2， 
其 中 4 妇 为 常数 ， 由 于 x 一 00， 从 而 # 二 v(rx) 一 0。 这 使 导 出 
上 式 右 端 为 零 。 这 个 矛盾 证 明了 引进 ， 
。，Z80 + 


推论 设 j 和 f* 为 超越 整 函数 ， 并 设 了 的 零点 的 收 敏 指数 
A0) 之 0, 则 扩 g(z)) 的 考点 的 收敛 指数 byw(0) 一 co- 
事实 上 ,车 ps 一 9 ， 则 知 对 w 《Cs g(z 一 2 的 零点 的 收 全 
指数 4s(w) 一 00, 至 多 除去 一 个 为 例外 , 今 对 fw) 一 0 的 两 个 判 
别 的 零点 mr 和 w3，g() 一 和 gs) 一 ws 的 零点 收敛 指数 
至 少 有 一 个 为 无 穷 , 设 hs(w) 一 oo。 但 知 g(x) 一 wi 的 零点 必 
是 f(g(w)) 的 零点 ,因此 Axa(0) 一 co。 
其 次 , 设 m < 吕 。 取 8 一 1， 并 令 4) 表示 fw) 在 贺 环 
D, 一 {w, Ki(g,1) 所 wl 所 M(z, 8)} 内 零点 的 个 数 ， 由 于 
fw) 的 零点 收敛 指数 为 正 , 故 存在 z > 9, 使 得 对 足够 大 的 :， 有 
40) > (M(i, g))'. 
因为 gCs) 是 超越 的 , 故 对 任意 不 > 0, 有 
M(li, 8) > 于 
今 由 引 还 5.13 可 知 ，g (2) 在 1z| < 疡 的 取 值 盖 满 D,， 于 是 
f(g(za) 在 |z| 到 关内 的 零点 数 900 2【《M(b 8))* > 以。 再 
以 + 代 疡 即 得 
好 (, > 人 kr 
出 于 允 是 饪 意 的 , 故 有 Anet 0) 一 Co。 
定理 5.19 的 证 明 . . 
已 知 对 于 ze 人, 有 4i(e) 一 pj > 0, 至 多 有 两 个 为 例外 。 今 
设 s 不 是 fw) 的 例外 什 ， 则 和 铝 fw) 一 a 的 零点 收 第 指数 
de D>0。 令 
— hlw) 
A 
其 中 (ww) 和 f( 志 ) 为 两 个 整 函数 ,并 且 (wv) 的 零点 的 收 北 指数 
A.(0) > 4。 由 推论 便 得 hjn(0) 一 0、 从 而 fg8(z)) 一 4 的 零 
点 收 伍 指数 hxafe] 一 0， 由 hipla) 过 pnw 由 得 f(g(z)) 的 级 
为 ce。 
注 在 一 些 问题 的 应 用 中 ， 常 需要 Edrei-Fuchs 定理 的 下 述 


* 28} * 


形式 : 

设 wlz) 是 有 穷 级 亚 纯 阔 数 , 阁 w(z) 一 Kg(x)),， 并 且 p> 
0, 风 必 gt2z) 为 一 和 多项式。 

十 面 的 重要 定理 是 N. Steinmetz 在 [3] 中 给 出 的 。 

定理 5.20 设 Fi(2) 和 (x)(i 一 0,1,-.…, m) 为 非 恒 等 于 
零 的 亚 纯 防 数 , gz) 为 非常 数 整 头 数 ,并且 满足 


FT ERTCG, g) + Sr eg) (5.64) 
i=0 


其 中 尺 为 一 正常 数 , 且 除 去 一 个 线 测度 为 有 穷 的 + 秆 集 有 
S{r, £8) = ofT(+, 8)}. 


车 下 述 关 系 成 立 
Fo( g(z) )ho lz) 十 Fi(gl2))h (2) se 
t Fn(gla))ha(ls) =0, (5.6.5) 


则 存在 不 全 为 零 的 多 项 式 Pj(#)(j 一 0, 1,.…, m)。 使 得 
PA gt) )hol) 十 P(g(s) )a (2) 十 ， 
十 Pu(g(z))hu(z) = 0， (5.6.6) 

证 明 首先 选取 一 无 穷 点 集 {r}CC, 使 得 它 满足 : 

(i) 对 re{r}, 有 Fi(7) 顽 0, 00 (一 0,1 ai 

(ii 对 TE {Tg(2) 一 7 的 零点 不 是 锯 (x)》 (ff 一 0,1,.…， 
m) 之 极点 。 

现 对 rn e {z}, 作 辅 助 函数 


Firm )A Ca BD} Pia (gC2) Yi(z) 
Hp {2) 一 一 0 — i=0 a 
> ge 一 Th oOu{s(o)) 


其 中 Pin(5) 一 了 ze Du 一 5 一 Tn。 容易 验证 有 以 下 的 
性 质 ; 

(i) Pin (Te,) = Fij(tn) 0, Co, 

(ii Pima(5) 对 5 的 次 数 degPin,{#) 一 0， je 1,..., m3 

(十 》 着 z 是 H(z) 分 母 的 p 重 零点 , 则 x 至 多 是 和 的 
?一 1 重 极 点 ， 事 实 上 ,此 时 由 方程 (5.6.5) 知 
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PD) FiCra)i(i) 一 D) Filg(20))h(s0) = 0, 


即 z 亦 是 及 s(x) 的 分 子 的 零点 。 
当 tm, 历 遍 {r]} 时 可 得 一 族 函 数 , 记 为 
忆 一 {Bx(e)。 rh € {7}}. 
下 面 对 判 别 的 zo,s re fr} 作 


BD) Pia(e(z))Ai(z) 
Hun 一 Hex 一 arH 一 L=0 
HC) ,C2) 一 an,Hu, C2) DG 


Dy Pin,l 8 Ca) hls) 


" On,(g Cz)) 
DI Pinnl gC2)) hs) 
Qnn,(gC2)) 

其 中 Qum lt) 三 (EC—Tn) (一 za)， Piaafr) < Pin (5) Qn (5) 
anPin(t) On (E) Fj(ra) (CE Tx, ) = 一 Ci Fi( tr,) (z 一 Tm); 取 
4 二 Fn (Tm)jFwm (re)， 当 ro, Tx, 历 遍 fr] 时 得 到 无 穷 多 个 
Bmx,《z)， 它 们 的 全 体 记 为 Hi, 一 {Han,(z)}。 可 以 验证 , 它们 具 
有 如 下 的 性 质 : 

Ci ) Pinn,C Tn, ) rs —anl Th, 一 ra )Fi( Ta,) 天 0; 

《下 ) 对 固定 的 7 人 一 0,， 1,.…,w), 可 从 {+} 中 选 出 无 穷 子 
集 仍 记 为 17}, 使 得 degrPin, pl &) 与 ra ze 之 选取 无 关 ; 

(ii) 若 zo 是 Hnlzx) 的 分 母 的 f 重 零点 ， 则 它 至 多 是 
Bekz) 的 P 一 1 重 极 点 。 

一 般 地 , 若 对 :个 判别 的 rn，--…、 Tn,《 {fr}， 相 应 地 有 


一 Gu 


本 ua 一 Pera(gC2)N(1Ouw(gCaD)， 


其 中 Oun lt) 一 (人 一 Th) (一 TA)s Pin nt) 是 的 多 项 
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式 , 且 其 次 数 筷 s 一 1, 它们 满足 

Ci) Pa To) 天 1 人; 

《ii) 对 国定 的 7 (i 一 0，1; -mp) 6;s 一 degzPjna(5) 与 
(Tas:-, Tp,) 在 {+} 中 选取 无 关 ; 

《ii) 若 四 是 Bin,(z) 的 分 母 的 Pp 重 零 点 ,， 则 有 如 至 多 是 
iaifs) 的 一 1 重 极 点 . 

所 有 这 些 函 数 的 全 体 记 为 总 = {Ha,《z)}。 我 们 定义 


Han Cs) Hupp, (2) pt Happs pad (z) 


— DPippn lg) hs)/ On C807)), 
j=0 


其 中 an+, 是 如 下 方式 确定 的 常数 ， 即 若 Bo 一 max {45:}，、 则 选 
GUI 使 得 多 项 式 | 
Pinnn C5) es Tap) = Eap sr CE = Te,) 

的 最 高 次 的 系数 为 0。 此 时 in 二 (Haniy.《x)} 有 如 下 的 性 质 : 

{i1) Pippstl THs tt) 天 0. 事实 上 ， Pipa pa Teas) = A 
Bipeps pop THs Tp a Tn, ) 关 1。 

(ii) 能 从 {r} 中 选取 无 穷 子 集 并 仍 记 为 {+}， 使 得 对 国定 的 
了 (j= 0, 1 ,1m), iO degrPin-n, td) 瑟 〔〈r ……-, Yu 
在 {zt} 之 选取 无 关 ， 事 实 上 , 由 于 degsPiaan(5) 是 0，1，…3: 5 
中 某 一 个 ， 因 此 必 有 无 穷 多 个 {(rn，,…, Tn)} 使 每 相应 的 
dcgiPun eu 人 tt) 一 arrty 0 二 Sa 世 s 且 是 固定 的 ; 然后 从 这 
个 {站 出 发 作 同 样 的 讨论 ,可 得 {7) 的 无 穷 子 集 并 仍 记 为 {7}, 使 
得 对 任意 (ra …'， za) 有 固定 的 8-ir+a 一 degcPrm -in nC ), 
如 此 继续 , 即 可 得 所 要 求 的 性 质 ， 

(证 ) 若 z 是 Hun 《sz) 分 母 的 ? 重 零点 ， 则 它 至 多 是 
Hupp (C2) 的 ?一 1 重 航 点 。 事 实 上 ,由 


> Pin-u{ g C2) ai) 
Hu..n i=0 A 放 人 sn 
1 (z) Onnl gCs)) 
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> Pep, sn (gz) 站 (2) 


Qa son 8 C2) ) 


Ln Hein (2) wr CN iprrsfg) 


可 知 ， 如 mm 为 Hamprlz) 的 分 母 nw,(8 62)) 一 (CgCe) 一 


rw) 的 P 重 霉 点 , 即 是 茶 个 g(z) 一 zw (i 二 1,2,.…，,s 十 1) 的 
重 避 点 ,车 71 志 ; 一 1, 则 至 多 是 Hye Ca) Ril Han ns C2) 
的 了 一 1 重 极点 ; 若 1 一 {或 :十 1), 则 ww 至 多 是 Fan,(x) (或 
Ha. -ipt ) 的 ?一 1 重 极 点 。 因 此 , z6 至 多 是 Hs.… pt) 的 
?一 1 重 极点 ， 

” 现 证 明 , 若 9g > 2K 十 2, 则 当 s 写 gm 十 9 一 mw 了 时, 6i 过 :一 
4。 事实 上 ， 由 Hoan Ce) 的 构造 可 知 ， Bj(q—iitm+l)t1 < {4 — 1). 
可 一 1) 车 1， 因此 当 s 守 (gq 一 站 (mm 十 1) 二 1 时 ,5;s 寺 (49 一 
1)(m— I)tl1l<<:—g. 

最 后 证 明 , 若 4 之 2K 十 2, 且 fs 空 gm 十 4 一 雪 时 , H(z) 二 

Hun {2) 三 0， 从 而 便 得 所 求 的 关系 式 


pw dt 


VY Pes CC = Do BUD 
j=0 j=0 


为 证 明 上 式 , 令 
Qun ls) = A(L)IB(L), 


1 


其 和 4(5) 一 JT 一 575), BC5) 一 J 收 一 rw). 继 令 


i 三 ] i=q+t+l 
F(z) = A(g(s)), Gl2) = H(z)F (x). 
菩 驴 ;tz) 过 0, 则 由 定理 4.10 
gqgT(r, 8g)—= T(r, A(g(z2))) + 0(1) = T(r, F)+ 0(1) 
T(r, 6G)+ I(r, H,) + O(1). 
下 面 分 别 估计 了 (Cr, G) 和 了 (rv, 5,). 首先 ,根据 8,(x) 的 表 
示 式 知 , 恕 (=) 之 极 可 能 产生 于 下 述 两 种 情形 : (1) 有 H(z) 的 分 地 
之 和 极点; 即 而 (za 人 一 0，1: 1) 之 极 , 这 种 极点 在 NOr， 万 ) 
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中 的 贡献 至 多 是 也 W(r， 3 (i) 及 (2) 的 分 母 之 零点 。 由 上 


由 


二 ) 表示 g(x) 的 重 值 点 害 指 最,p 重 值 点 只 


夯 的 分 析 这 些 点 在 NCr， 成 ) 中 的 贡献 至 多 是 ZN (+， 


gh mE 
计算 ? 一 1 次。 从 而 有 
N(r, H,) < > N, (-， 一 ) 


+ Nr, h) 二 00D。 


类 似 地 ,根据 G(z) 的 表示 式 可 得 
Nlr, G) 和 < p> Ni G, ~) 


j=4+1 8 一 了 mi 
十 > Nr, h) + 0(1)., 
”leg 


为 计算 m(r , FH.) 和 mt{r, G), 令 
Pip kt) es cp ca) -(t G8jis)s 
由 于 


过 让 (小 
eS i 这 
其 中 141+ 一 max {1, | 4|}、 并 注意 到 5;, 才 : 一 g， 我 们 有 

[Bia,.. -x gts))| 2 

[Qn Cg Cz) ) | 二 ee 一 zeji| ) “ 
于 是 

1BCaD1 < JI 人 ea (> ho)1), 

因此 

m(r, HH,) < 委 Sr tr + 


7 了 2 g 一 tej 


士 3 m(r, hi) Cy 
i=0 


注意 到 5 委 * 一 8， 同样 的 演 证 可 得 


mlr, 6) < 3 m(;, g— 
十 bp mlr, i) + O(1). 
i=0 
综 上 所 述 即 得 


)+ 袜 Ne{r， 1 -) 


8 一 了 j=1 BB Ta 


qTlr, ED ~ (7, 
i=1 


十 m(r ) 
2 ”8 一 ruj 
| 
j 王 4 十 1 BE Te 


mm 


+ 2D mr, hb) + 0(1), 


应 用 第 二 基本 定理 得 
gT(r, 8) < (2K + 2)T(r, 8) + S(r, g). 
这 与 9 之 2K 十 2 矛盾 ,因此 H(z) = 0。 定理 证 毕 。 
推论 ”在 定理 5.20 的 条 件 下 ,存在 非 全 为 零 的 多 项 式 0;(2)， 
使 得 
FTIQAE) + .+ Fa(t)On(t) =0. (5.6.7) 
事实 上 ,应 用 定理 5.20 得 到 非 全 为 零 的 多 项 式 PP?(5)(j 一 0， 
1,..,m) 使 得 
PVCgC) hls) + + + PP(g(Ce)) hls) = 0 (5.6.8) 
由 上 式 解 出 
Bnl2) 一 RCgC)) hobs) t+ .+ RO ge)) hls), 
其 中 RICE 一 一 PPCE)/PW(5)， 并 将 上 式 代入 (5.6.5) 得 
(Folg(l2)) + Flgla) RD ge) ) zz) 十 … 
十 {Fi(gC2)) 十 Pa(g(z) RU 区 ECs) ) hy) 三 10， 
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PSCzJ)ioCs) 十 … +t Fal gC) ) hz) = 0, 
{5.6.9) 
如 果 对 某 个 了 有 Fi?(g(z)) 三 0， 即 有 
Pa(t PTE) 一 下 HP = 0. 
此 时 令 0m( 引 二 一 208)，0Qi(2) 二 PU(E)， 并 对 夺 关 1,m 令 
08xt5) 三 0， 即 得 所 求 的 等 式 。， 如 果 Fi (gs 天 0,， 7 一 0， 
1,-…, m 一 1， 则 再 次 应 用 定理 5.20 于 (5.6.9) 即 得 
PVC ge) hoz) 十 -十 PECz) iiCs) = 0, 
其 中 P(E) 为 是 非 侈 为 霉 多 项 式 。 由 上 式 解 岂 和 sz) 并 代 人 
(5.6.9) 可 得 
FiS(g(s))hols) + :+ FH(g(#)) hn ils) 0, 
其 中 FR(E) 一 FA(5)RPCE) FFPHCE), 1 一 01， …， 形 一 2 由 
此 可 知 , F225) 是 FC5) 和 下 号 ) 的 线性 函数 ,从 币 是 Fi)， 
有 (和 三) 的 线性 函数 , 其 系数 为 上 的 有 理 函 数 。 若 其 中 
某 个 F(t) 三 0, 即 得 所 要 求 的 等 式 
FnlC)Ott) T+ Flt Olt) + FAL)IONE)} = 0. 
如果 FE) 对 0,j7 二 0,1,-…, mw 一 2, 则 再 次 应 用 定理 5.20， 
如 此 继续 最 后 可 得 : 
Pim- og) hls) + FI I gO) hs) = 0. (5.6.10) 
若 Fy”?(5) 和 Fi”2(&5) 中 有 一 个 恒 为 零 ， 则 可 得 非 全 为 零 的 多 
项 式 8;(Z5) 使 得 
FAEIONAE) + + Pit)On.(E) = 0., 
否则 ,四 次 应 用 定理 5.20, 得 到 非 零 多 项 B” (2) 和 Pi”- (5) 使 
得 | 
Pd (gC2) )jo(e) + Pi {glo))h(s) = 0, 
由 上 式 解 出 页 (zx 并 代入 (5.6.10), 又 计 及 加 (zs) 关 0 即 得 
PB" Fm) 一 下 (FDC = 0. 
但 知 FDC 和 Pro 是 Pi (i 一 09,1,.…,m) 的 系数 
为 上 的 有 理 喇 数 的 多 项 式 , 由 此 即 得 所 求 芍 等 式 ， 
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定理 5.21 (Steinmetz) 设 w(z) 是 亚 纯 函数 旦 满足 有 理 系 数 
的 线性 方程 | 
L(w) w+ a a wD ar) = alz), 
(5.6.11) 
如 wtz) 是 拟 素 的 ， 
证 明 设 w(s) 一 f(g(x))， 我 们 先 证 明 左 因子 Ww == (5) 
也 满足 有 理 系数 的 线性 微分 方程 。 事 实 上 ,我们 有 
wflg), w — few =f +fe,..., 
wo 一 全) fpDDufg] 


j=1 
其 中 Dslg] 是 8 的 i 次 齐 次 常 系数 微分 多 项 式 ， 便 如 ; 
Ds[ g] ER (g), 9 
Dw slg] 一 二 vv — 1(g) sg",..., Duls]—g 


将 上 述 诸 式 代入 (5.6.11), 可 得 
f(g)Ddelt...+ fg)Dlg] + Dlg] = 0, 


Tp》 


其 中 
Dlg] = — «(zs), Dol g] 一 co(z)， 
Di[8] = ai(s)Dylgl 十 
士 q_i(2)Ds iLg] 十 Di[g], ?= 1, 
由 于 {ai(z)}，alsw) 是 z 的 有 理 函 数 ， Due] 站 的 和 次 次 
分 多 项 式 ,因此 有 
Try Di} = m(r, Di) -+ N(+, D;) 
KT(r, g) + S(r, 8). 
由 定理 5.20 的 推论 可 知 ， 存 在 非 全 为 零 的 多 项 式 9:(5) 和 0(5) 
使 得 
i (2) + EOE) + O05) = 0. 
换言之 = (5) 请 有 理 示 的 性 分 方 和 
i WY AAEIW Tt .+t A(E) = 4(8), 
其 中 
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Ai(E) = OS) OE), ACE) = — O02) Aal5), 
当 4,(5) 二 0 时 方程 将 降 阶 ， 

现 根 据 定理 5.11 可 知 ， 如 时 wlz) 和 ff5) 是 超越 的 ， 则 必 
其 级 pw 和 pj 为 有 穷 正 数 。 此 外 ,根据 Edrei-Fuchs 定理 可 短 ， 
8(z) 必 为 多 项 式 、 因 此 , w(x) 是 拟 索 的 ， 

例 由 于 台阶 Bessel 基数 Jw(z) 满足 次 之 线性 方程 

2 Tg (2 nw = 0, 
局 此 j(s) 是 拟 案 消 数 . 

设 A 是 有 穷 级 亚 纯 函数 集合 ,， 并 且 每 一 个 w(x) € 而， 则 其 
导数 wt{2z) 以 0 和 oo 为 Picard 例外 值 , 则 我 们 有 

推论 1 若 w(z)€ A, 则 w(z) 是 拟 素 的 ， 

事实 上 ,此 时 存在 多 项 式 Plx) 和 有 理 芳 数 R(x) 使 得 

w (zs) = R(s) er™, 
对 上 式 求 导数 即 知 w{z) 满足 次 之 有 理 系 数 的 线性 方程 
动 ” 一 di)t = 0, 
其 中 ea(g 一 已 Ca 十 R'(z)/P(x)。 根据 Steinmetz 定理 可 知 ， 

(z) 是 拟 素 的 。 

推论 2” 设 wz)， wails)€ 由 则 wz) 一 ws) * wlx) 
是 拟 素 的 ， 

事实 上 ,如 上 一 样 可 知 , & 一 wkz) 和 vw 一 wtz) 分 别 满足 次 
之 有 理 系数 线性 方程 

uw 一 aoz =0 和 vv —b(r)v 一 0. 
我 们 将 进一步 指出 w 一 wi(z)w(x) 满足 次 之 方程 
cola)w i 一 cr)w os =0, (5.6.12) 
其 中 ca(z) (+ 一 0,1 ,-……,4) 能 表 为 a(z) 和 6(x) 的 常 系数 微分 
多 项 式 的 有 理 通 数 。 事实 上 ， 我 们 简 记 a(2) 二 4a, b(x) 一 5， 
chKz] 一 ck 并 将 下 述 各 式 
Ww =—=uy 二 
Ww = 一 fa 十 ?zz 十 re， 
w={a tt ea)ur tt (at bv + (ob + Peu, 
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WH (a + qa 二 6)arp 二 2028 + 2 + 20 +28 
+ 3ab)wv 十 (2 十 355 + BP)v'u, 
代 人 (5.6.12) 并 确定 ci(& 一 0， 1 ，4)， 显 然 , c: 一 0, 并 且 
cc 十 ac 十 (di 十 2)ci 一 人 《ce” + 3aa 十 中)co 
. 20+ 3(a + Be = 2(2¢ 二 28 十 220 
十 2 人 2 -二 3ab)eo 

\ca Ber tt (B+ et= (8 + 385 + Bb )eo 
上 述 线 性 方程 组 系数 矩阵 行列 式 为 A 一 2(5’ 一 a) 二 (a 一 纹 ): 
(4a 十 引 。 现 分 两 种 情形 讨论 之 : 

(i) 若 信 关 0, 则 令 co 二 1, 并 由 (5.6.13) 解 出 c 一 At/A， 
一 1,2, 3, 其 中 A 是 alx) 和 2(z) 的 常 系数 微分 多 项 式 。 因 
此 , calz) 是 xz 的 有 理 函 数 , 且 w(xz) 一 wi(z)wz(w) 满足 方程 

WO cs) wD ca) — css)w’ = 0, 


《ii) 若 信 三 0, 即 有 一 24 三 也 一 285。 此 时 , 令 oo 三 0， 


c 一 1， 并 和 铬 方程 组 求 得 ca 一 一 二 (十 旨 ， 本 


2 一 4 一 于 Ce + 六) 十 这 一 六 (e 十 5)。 此 即 w(x) 一 
witz)twa《z) 满足 
wz) 十 2 (als) 十 ba) wD 


(5.6.13) 


一 全 ze 十 这 ab —))w —0. 


于 是 ,由 Steinmetz 定理 得 w(z) 一 w(xz)wilz) 是 氢 崇 的, 
推论 3” 设 hh 是 有 穷 级 整 函 数 集合 ,每 一 个 w(x) € 4 具有 
两 个 完全 重 值 , 则 知 w(s) 是 拟 素 的 ， 
事实 上 ,不 炉 设 w(z) 以 士 < 为 完全 重 值 ,易于 验证 
(Cw (a)) 
(wlz) — ec)(w(2) 十 c) 
是 一 有 理 防 数 ,从 而 导出 w(z) 满足 


wt zw + als)w = 0, 


p(s) 一 


291 »* 


其 中 a1lz) 一 一 也， qo(2) 二 中 {tg) 为 有 班 消 数 . 由 sieinme- 


tz 定理 即 得 w(x) 是 批 素 的 ， 

注 1? 类 人 羽 于 推论 2° 的 证 明 我 们 可 得 ， 若 wi(%)， 
wa(z)E A2， 风 w(x) 二 wl(z)w2(z) 是 氢 素 的 ; 基 且 车 wi(z) EE 
4 革 二 1,，2， 则 w(x) 一 wi(x)walx) 是 拟 素 的 。 

2”M，Ozawan 曾 用 另外 的 方法 证明 推论 1” 和 3°， 

下 面 的 定理 首先 由 五 ，MuesH 所 证 ， 它 亦 可 以 从 定理 5.20 
得 到 一 个 简明 的 证 明 : 

定理 5.22 (Mues) 设 w(x) 为 亚 纯 函数 ， 它 满 乓 有 理 系 数 
的 Riccati 方程 

Ww = gx) + bz)w T+ clz), (5.6.14) 
则 w(x) 是 拟 素 的 . 

证 明 设 w 二 f(g(lz))， 我 们 先 证 明 左 因 于 友 一 所) 亦 
满足 有 理 系数 的 Riccati 方程 ,事实 上 , 将 w' 二 fg 代 人 方程 
(5.6.14) 得 : 

f(g(z))g (2) — als) (f(g (2))) 
— blz)f( gtz)) — ca) 0, 
由 于 | 


TY， g) — m(r, g) 所 T(r, &) 十 m (7, £), 


以 及 a(x)， 5b(Cz), cls) 为 有 理 函 数 ， 即 知 满足 定理 5.20 的 条 件 ， 
应 用 定理 5.20 的 推论 , 即 有 多 项 0;(5) 使 得 

FCO TF HE PFOAE) + HEIOAE) + OE) = 0. 
这 就 说 明 到 一 15) 满足 有 理 系 数 的 Riccati 方程 

W’' = A(L)W? + B(IW + Ce). 

现在 , 一 方面 禄 据 定 理 5.9, 如 果 w(z) 和 H5) 是 超越 的 , 则 
它们 的 级 pw 和 pj 是 有 穷 正 数 , 另 方面 根据 Edrei-Fuchs 定理 必须 
有 g(x) 是 多 项 式 ,内 此 w(x) 是 拟 素 的 ， 

推论 设 w(s) 为 有 穷 级 亚 纯 函 数 , 若 它 有 两 个 Piard 例外 
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值 , 则 w(w) 是 拟 素 的 。 
事实 上 ， 设 eeC 是 wkz) 的 两 个 Picard 例外 值 。 则 易 知 


到 w' 《sg ts 
2 (a—b)(wls) — a) (5 — a)(wtlz) — 5) 
是 一 有 理 函 数 、 由 此 可 知 w(xz) 满足 Riccati 方程 
ww oo a)(w — 5), 
则 由 Mues 定理 可 知 , w(x) 是 报 素 的 ， 
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